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Chapitre 1

Cin matique des uides

Dansce chapitre nousallonsétudierle uide etsonécoulemenindépendammertesforcesrespon-
sablegdecetécoulement.

1.1 L'tat uide

1.1.1 Proprits d'un uide

L'état uide caractérisain étatdela matiére Lesliquides,lesgazainsiqueles plasma(gazde parti-
culeschagées)ntlespropriétésd'un uide. Pourdécrirel'état uide adoptonsleuxpointsdevue:
point de vue macroscopique: Un uide estun systémedéformablesansformepropre.

L'état liquide : lesliquidessontdes uides tréspeucompressiblest ont doncun volumepropre.
En premiéreapproximatioron pourraconsidéreta massesolumiqueinvariable:

Approximation: constantj

cequi revientaconsidéreguela compressibilitéainsiquele coefcient dedilatationestnulle:

1@ 1@ .
= —— == 0P
T Ve, e, ¢
_ 1l 1@ 1

va,. @,

Bien sOr, cesgrandeurae sont pas nulles mais faibles.On retiendraque rigoureusement =
(T;P) et 1+ = 1(P;T) maisquepourde faiblesvariationsde pression(quelquedar) et de

faiblesvariationsde températurg100 C) la massevolumique est quasiconstantegsaufsi I'on

passeparunetransitiondephase).



6 Chapitre 1. Cinématique des uides

Exemple: pourl'eaula compressibilitéaut 1 4:4:10 1°Pa 1420 C. Celasigni e qu'il faut
augmentela pressiorde 227 barspourvoir la masse/olumigueaugmentede 1%. Lesliquidesont
un coefcient de dilatationtrésfaible ( Ti). Quandon entient compteon considéeresouwent
que constantePar exemplele mercure 16:10 K ! a6000atmeta283K.

Les gaz: al 'inversedesliquides, les gaz sonttrés compessibley = (P;T)). Pourun gaz
parfait,ona:

L . 1
Approximationdugazparfit: 1 = B
cequi signi e qu'il suft d'augmenteda pressionde 1% (c'est-a-direde 10 mbar si on estala
pressioratmosphérigue)ouraugmenteta massevolumiquede 1%.

Point de vue microscopique: Fondamentalementin uide secaractérisgarl'absenced'ordre a
longueportée(contrairementux cristaux)et parl'existenced'un chaosmoléculaie (contrairement
auxsolides) Certainsystemepeuwentprésentetunordrealongueportéesuivantuneseuledirection;
c'estle casdescristauxliquidesparexemple.

Lesgaz: dansungazlesparticulesnteragissenpeu,l'énergie estavanttoutcinétiquelesdistances
interatomiquessontgrandese qui explique qu'on puissecomprimenesgaz.

Lesliquides: dansunliquidelesinteractiongl'interactiondeVanderWaals Ja liaisonshydrogéne,
l'interaction électrostatiqueélansunesolutionélectrolytiqueetc...) jouentunréle clé. L'interaction

esttelle queles moléculessontquasien contactce qui explique le caractérequasi-incompressiél
desliquides.

1.1.2 Le mod le continu

Avanttoute chose,on doit sedonnerune échelle de description L'échelle macroscopiqua'est pas
adaptésotammenparcequele uide n'estpassolide (systémeguel'on peutdécriredanssonen-

sembleil'aide duvecteurotationetduvecteuitessedu centred'inertie). A I'échellemicroscopique
les grandeursarientde fagondiscontinueet imprévisible(cf. Physiquestatistique) On décidealors

dedécrirele uide auneéchelleintermédiaireentrel'échelle microscopiquest macroscopique on

parled'échelle mésoscopique

On considéreautourd'un point M, un volume , petit par rapporta I'échelle macroscopiquet
grandparrapporta |'échelle microscopiqueTypiquemenunvolumedel m 2 corvient. Cevolume
contientun grandnombrede particulesce qui permetde dé nir desgrandeursmoyennesqui elles
vont éwluerdefagoncontinu.On dé nira alorsdesgrandeursnoyennedocales:

La massevolumiquelocaleenM : (M ;t) = - ol m estlamasseadel'ensembledesparticules
dans , alinstantt. |

lavitessemoyenndocaleenM :v(M) =< 'vi > ou 'vi estlavitessad'uneparticulemicroscopique
dans alinstantt.
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1.2. Descriptiond'un uide 7

a>> |

N mol cules

chelle microscopique
Monde fluctuant et al atoire

chelle m soscopique

. M
v(M.t) particule de fluide,
(M.5)
lissage des fluctuations

par un effet de moyenne locale

Fluide

Fic. 1.1— Modélecontinudu uide.

Ondonneauvolume le nomdeparticule de uide anepasconfondreaveclesparticules(molé-
cules,ions,...).

Remarques :

1. quandon parledela vitessev enmécaniqueles uide, on parledela normedela vitessedela
particulede uide. Pourun uide aurepos,onav(M) = 08M 2 uide maisla moyennede
la normedela vitessedesparticules(atomesmoléculesetc...)estdifférentede zéro!

2. Unmilieu peutétreconsidéréontinusile libre parcoursmoyen desmoléculesstpetitdevant
la taille caractéristiqgué du systéemegtudié.Ondé nit le nombrede KNUDSEN

Kn= 1

L
LorsqueK ,, n'est paspetit devant 1, le modelecontinudevient faux, il fautalorsutiliser les
conceptsie physiquestatistique.

1.2 Descriptiond'un uide

1.2.1 Description de Lagrange

Considéronsineparticulede uide P, placéenM o(Xg; Yo; Zo) al'instantty. Dansla descriptionde
Lagrangepn suitle mouvementd'une particulede uide. Par exemple,la particulede uide dontil
estquestionprécédemmenseraen M (x; y; z) al'instant t. On peutdétermineia trajectoirede la

http ://perso.ensc-rennes.fr/jimmyussel



8 Chapitre 1. Cinématique des uides

i M(X0, Y 2Zo)
‘instant ,

,,,,,,,,,

M(x,y,z) linstantt

Trajectoire

(a) Visualisationde la trajectoiresdespar-
ticulesautourd'un obstacle

FiIG. 1.2—Trajectoir d'une particulede uide.

particulede uide sil'on connaitlesfonctions:

8
2 X(Xo; Yo; Zo; 1)

X =
> Y= ¥(X0Y0;20:1)
z= z(Xo;Yo;Zo; 1)

La vitessedela particules'écrit :
0 1

0
Vix
Py =By k=B

Vz

SRR
>0

Descriptionde Lagrange=> Trajectoiredesparticulesde uide

Obselrvation expérimentale: On utilise destraceurgcolorantsou fumées)etl'on prendsunephoto
avecunlongtempspose(cf. gure 1.2).

1.2.2 Descriptiond'Euler

L'approched'Euler esta mettreenparalléleavecl'approchede Maxwell enélectromagnétism®ela
mémemaniérequel'on dé nit le champélectromagnétiquentout point del'espacea uninstantt,
ici, onva considérete uide danssonensembl& l'instantt. Ondé nit enchaquepointdu systéme
lesgrandeurs (x;y;z;t), P(x;y;z;t); !v (x; y; z; 1) etc...Ainsi,auninstantt, on peutreprésenter

¢ JimmyRoussel



1.2. Descriptiond'un uide 9

leschampsscalaire{ etP) al'aide d'iso-surface(iso-barestiso-densité)etleschampsvectoriels
(vitesseetaccélérational'aide deslignesde champ.

Notion deligne de courant : Uneligne de courantestuneligne de champdu vecteurvitessec'est-a-
dire unecourbetangentesntout pointM (x; y; z) a y (x;y;z;t) alinstantt. L'ensembledeslignes
decourantpeutéwlueraucoursdu tempsL'équationdela ligne decourants'obtientenrésohantles
équationglifférentiellessuivantes

dx _ dy _ dz

Vx Wy Vg

Descriptiond'Euler => Ligne de courant

Toutesleslignesde courantqui s'appuientsurunecourbeC ferméeconstituenun tubede courant

Lignes d' coulement
l'instant t

(a) Ligned' coulement(effet Magnus). (b) Visualisationdeslignes de courant au-
tour d'un disque

FiG. 1.3—Notiondeligne decourant.

I Attention ! Un ligne de courant n'est pasforcémentune trajectoir e d'une particule de uide.

Observation expérimentale: On utilise desparticulesré échissantegjuel'on photographievecun
courttempsde pose.On a accesainsi a dessegmentsbrillants qui donnentle sensde la vitesseen
différentspointsce qui permetdereconstituefa cartedu champde vitesse.

1.2.3 R gimesd' coulement

- I
Régimestationnaire : la vitessene dépendoasexplicitementdu temps: % = 0. Attention
celanesigni e pasquela particule n'est pasaccélérd Celasigni e simplementjueleslignesde

http ://perso.ensc-rennes.fr/jimmyussel



10 Chapitre 1. Cinématique des uides

couranta'évoluentpasaucoursdutemps.
Enrégimestationnaig, uneligne de courant estaussiunetrajectoite etvice-vesa!

Régimelaminair e : Ouvrezlentementinrobinetetremarquezgu'afaibledébit,I'écoulemensemble
régulier: le uide s'organiseen lets. On peutalorsdécrirel'écoulementcommeunesuperpaosition
de lets oudecouchegylissantiesunssurlesautres.

Régimeturbulent : Lorsquel'on ouvrele robinetau maximum,la vitessed'écoulementvarie de
faconerratiquedansl'espaceet le temps.Dansce cas,les lignesde courants'entremélente fagon
complee et chaotique.

1.2.4 Acc lration d'une particule de uide

Suwvantl'approchequel'on choisit,I'accélérationne s'exprime pasdela mémefacon.

Approchede Lagrange: Sil'on connaita trajectoiredela particulegraceala positiondela particule
de uide P:

8
2 X = X(Xo;Yo;Z0;t)
5 Y= Y¥(Xo:Yo;20:1)

z=z(Xo;Yo; Zo; t)

On obtientl'accélérationsimplemenenécrivant:
0

1 O @ 1
ax &
a@)-Ba KB & &
a @z
Z @2

Approched'Euler : Ici, on neconnaitpasla trajectoiredela particulemaissimplemente champde
vitesseeulérien'v (X; y; z; t). On cherchea exprimerl'accélérationd'une particuleenfonctionde ce
champdesvitesses.

A linstantt+ t,IaparticuIepossédemevitesse'v (x+vy Ly+vy t;z+v, t;t+ t):L'accélération
s'écrit

I : !v(x+vx Ly+v tz+v, tit+ t) !v(x;y;z;t) d!v Dv
a = lim, i s

ensuivant la particule
|
<~ D'v Z ' Lox oz . .
Ou, 51 représenteequel'on appellela dérveéeparticulaire.
Ainsi, l'accélérationsuivantx s'écrit

ay = @X+ @ +@Vy+@Vz: %+(!V:!r )Vx

e @ a”" @

¢ JimmyRoussel



1.3. Consewation dela masse 11

defagconcompactena

I

iz Dv
Accélération !a = ___ =

Dt

Le premiertermeestlié aucaracteranon permanentiel'écoulementalorsquele deuxiémaermeest
lié ala variationspatialedela vitesse onl'appellele termecorvectit

Demaniéregénéraleguandonsuitl'évolutiond'unegrandeuls(t) associé@uneparticuleonaccéde
asavariationtemporellepar:

DG @5 P!

— = —+('vir )G

bt - @ (vir)

Remarque : Onutiliseraparla suitel'approched'Euler.

1.3 Consewation dela masse

1.3.1 Vecteurdensit dematir e

Oncherchea exprimerla massejui traverseunesurface(S) lors d'un écoulement.

Pour cela,imaginonsun cylindre in niment petit de basedS et de génératrice!v dt. Calculonsla
massedm traversantcette élémentde surface pendantla duréedt. Les particulessituéesdansle
cylindre représentéurla gure 1.4, traversenteffectivementla sectiondu cylindre pendanta durée
dt. Onadonc

dm = dtdS!v :!n

volume : dS.v.dt.cos( )

—

vdt

FiG. 1.4— Calcul du débit.

http ://perso.ensc-rennes.fr/jimmyussel



12 Chapitre 1. Cinématique des uides

Débit massique : Le débitmassiqué&), mesurda massejui traversela surfaceS parunitédetemps
(unité: kg:s 1) : 77 77

Qm = dm _ ' ds

(s) dt (S)

Pourunesurfacefermée: [
i | |
Qrsr(])me - v :ds.n
(S)

ou Qre estle débitmassiquesortantsi " estdirigé versl'extérieur (conventionmathéma-
tique).

Débit volumique : le débitvolumiqueQy mesuree volumede uide qui traversela surfaceS par
unitédetemps(unité: m3:s 1) :

77 Z7
1dm I I
Qv = ——= ‘v dSn

Densitéde courant : onappellevecteurdensitéde courant de matiée le vecteur:

Le débitmassiqueestdoncle ux duvecteurdensitéde courantde matiére.

Remarques:

1. En éIectri(I:itéIe courantélectrique(débitde chage) estle ux du vecteurdensitéde courant
électriquej ¢ = |!v ou | estla densitévolumiguedechage.

2. Pourtoutphénomeneletransporton peutdé nir unvecteurdensitéde courantqui obéita une
relationdeconserationanaloguea cellequel'on vavoir dansle paragraphsuivant.

1.3.2 Equation de continuit .

Lamasseseconserant,celasetraduitparuneéquatiordeconserationdela massedite aussik équa-
tion decontinuité» .

Prenonaun systéemeouvert devolumeconstany/ , entouréparunesurface cti ve (S).

SoitM (t) la massecontenuadans(S) al'instantt. Cettemassevariesi le débitmassiquesntrantest
différentdu débitmassiquesortantce qui modi e la masse/olumiquedu systémgS) :

227
M (t) = (X;y; z; t)dxdydz
V)
727 ZZ
dM () = dedydz = 'y dsh
dt wv) @ ()

¢ JimmyRoussel



1.3. Consewation dela masse 13

Fic. 1.5— Conservatiordela masse

D'apréesle théoremalela divergenceon obtient:

777 @
div( v)+ = )dxdydz= 0 8V
V) @

d'ou I'équationde continuité:

Equationde continuité: div ( !v) + % =0

1.3.3 Casdes uidesincompressibles

Rappelongjuepourun uide incompressiblela masse/olumiqueestconstanteCelaconcernedonc
lesliquidesainsiquelesécoulementgazeuxdontla vitesseesttrésinférieureala vitessedu sondans
cegaz.

Sila massevolumiqueestconstantel'équationde continuitésesimpli e :
I
diviv =0) (g'vdSh =0

la vitesseesta ux conseratif.
Conséquences

R
Dansle casd'un tubedecouranton ale débitvolumiqueQ, = 'y dslu qui seconsere:

Quentrant = Qv sortant

http ://perso.ensc-rennes.fr/jimmyussel



14 Chapitre 1. Cinématique des uides

Tube de courant

s)

D bit massique entrant = d bit massique sortant

FiG. 1.6—Conservatiordu débitdansun tubede courant.

Sil'on dé nit la vitessemoyennedansle sectionS par:

1ZZ
1o
V= — V:udS
S

On obtient
v151 = V252

Ainsi, dansun tubede courant,le resserremendeslignesde courantprovoque uneaugmentation
delavitessemaoyenne.

¢ JimmyRoussel



Chapitre 2

Dynamique des uidesNewtoniens

L'objectif de la dynamiqueestde relier I'écoulementaux actionsqui lui donnentnaissancel 'ap-
procheestdetype mécanique On fait un bilan desforcess'exergantsuruneparticulede uide puis
onappliqueleslois dela mécaniqueslassique.

2.1 Bilan desforces

Ondistinguedeuxtypesdeforces:

Il y alesforcesde contactentreparticulede uide quel'on appelleraforcesinternesll s'agit de
forcesdesurface.

Le uide estégalemensoumisa desforcesdontl'origine estextérieureau uide (existenced'un
champde pesanteyrchampélectriqueetc...).On parlerade forcesextérieures.

2.1.1 Forcesde pression

Pression: La force qui sexercesurun elementdesurfaceds in nlment petlt peutsedécomposer
enunecomposannormaledF ettangentlelledFt Le rapport = deS|gnda contrainte.
Onadmettrague:

1. Pourun uide aureposa contrainteestnormale(sinon,cen'estpasun uide).

2. Cettecontraintes'appellela pressioretsenoteP (M ).
|
dF, = P(M):dS:n

ou'n estunvecteurunitaireorientéversl'extérieur(cf. schéma).

15



16 Chapitre 2. Dynamique des uides Newtoniens

aire dS; e ds,
aire

FIG. 2.1— Forcesde pressions'exercant sur un volumein nitésimal de uide. Surlestrois facesla
pressionprendla mémevaleur

3. Lapressiorestun scalairequi nedépendpasdel'orientationdela surface! Par exemple,
si 'on mesurela pressionsur les 4 facesdu tétraedren nitésimal, on trouve la méme
valeur

4. Unités: uneanalysedimensionnellanontrequela pressionestla dimensionsuivante:
[P] = [ML T 2]. Dansle Systémelnternationald'unités, la pressions'exprime en
Pascal(pa).

1Pa= IN:m 2

Onretiendrdesautresunitéssouwent utilisées:

| Unité | Equialenceenpascal |
Bar 1bar=10°Pa
atmospheérg¢atm) 1 atm=1;0131C0Pa
torr (mmHg) ltorr=1mmHg=133 3Pa

TAB. 2.1— Unitésdepression.

Origine dela pression: La pressiorestle résultatdeschocsmoléculairesurla surfaceetde
I'interaction a courteportée(interactionde Van Der Waalset liaisonsH) desmolécules
voisinesdela surface.

Casdesgaz: Sila pressiorestfaible,on pourraconsidérete gazparfait. On auradonc,

ApproximationdesGazParfaits: P~ 2T I

Il s'agitdela pressiorcinétique(cf. Physiquestatistique).
Casdesliquides: DansunliquideP = Pgn, P 0UPq, représentda pressiormoléculaire
dueauxinteractionsnterparticules Pourl'eau a températureambianteonaP,  Pm

¢ JimmyRoussel



2.1. Bilan desforces 17

1300atm !

2.1.2 Forcevolumique associ eaux forcesde pression

Calculonsla résultantedesforcesde pressionqui s'exerce sur un petit cubede uide de volume
in nitésimal d = dxdydz. Pourle calcul on supposeralansun premiertempsquela pressionne
dépendjuedelavariabley . Danscecas |a résultantalesforcesdepressiorestsuivantOy. Calculons

P(x,y,z+dz/2)

\
P(x,y+dy/2,z
P(x,y dy/2,z) M(x,y,z) 4#

Parall | pip de de volume dxdydz

P(x,y,z dz/2)

FiG. 2.2—Bilan desforcesdepressionsuruneparticulede uide dansle casoula pressiomedépend
quedela coodonnéey.

cettecomposante
Fy = dxdz[P(x;y %y;z) P(x;y+ d?y;z)]

&y @ Y@ e @
2@ > @(X,y.z))] @d

Si maintenantnoussupposonsgjuela pressiornvarie avec les trois coordonnéesle I'espace e bilan
desforcesfait apparaitrerois composantes

Fy = dxdz[P(x;y;z) x;y;2)  (P(x;y;2) +

| |
F=Fuy+FRuy+Fu,= 1 Pd

Lesforcesde pressionsuper ciellessontdoncéquialentesa uneforcevolu-
miquedepression

I I
Forcevolumiquedepression f, = P

http ://perso.ensc-rennes.fr/jimmyussel



18 Chapitre 2. Dynamique des uides Newtoniens

Remaquue X IE rclésuItantedesforcesvolumiquess'exergantsurun volumeV s'écrit formellement

.F = V fpd .

2.1.3 Notion deviscosit

Nousavonsvu quela contraintequi s'exercesur une surfacein nitésimale dansun uide estnor
malea la surfacelorsquele uide estaurepos.Lorsqu'il y a écoulementla contraintepossedaine
composantéangentielldiée ala viscosité

Expériencede Couette : Considérongleux cylindres coaxiauxde rayonspeu différents,l'espace
annulaireétantrempli du uide & étudier Si le cylindre extérieur estentrainéa une vitesse
angulaire! ; on constateguele cylindre intérieursemetatournerala mémevitesse Pourque
le cylindre extérieurreste x eil fautlui appliquerun couplederappelavecun | detorsion.Le
| tournealorsd'un angle proportionnek la vitesseangulaire.

Fil de torsion

Fluide visqueux

FIG. 2.3— Expériencede Couette

Cetteexpérienceraduitl'existencede forcestangentiellesL'expériencepermetde mesureda
contraintetangentiellgforce parunité de surface)quele uide exercesurle cylindre intérieur
Ontrouwe

~
ol<

ouv estla vitessdinéairedu cylindre extérieuret I'épaisseurdel'espaceinter-cylindrique.

Viscosité : La viscositéestliée aux contraintesde frottementsjui apparaisserdésqu'il y a écoule-
ment.Pourun uide dit newvtonien,deviscosité , la contraintetangentiellegu'exerceun uide

¢ JimmyRoussel



2.1. Bilan desforces 19

surun élémentde surfacedsS s'écrit :

dvy
dy

Dé nition dela viscosité: yy = &t

ou yy estla contraintes'exercantsuivant la directionx le long d'une surfacenormalea la
directiony. Le gradientlatéraldevitesses'appelleaussivitessedecisaillementcf. gure2.4).

profil des
vitesses coulement laminaire

AY

—
) contrainte tangentielle
contrainte normale
t =h div
tyy: - P yX dy

FIG. 2.4—Notiondeviscosité.Représentati descontraintesquele uide exercesurla surfaceOxOz.

La constantale proportionnalité désignda viscositédu uide.

Unité : la viscositése mesuredansle Systemdnternationald'Unités, en poiseuilleenhommagea
Jean-LouisMarie Poiseuillé ouenPascal.second@Pa.s.).

| Fluide(20 C, 1atm) | Viscosité(Pa.s.)|

Eau(liq) 1;00610 3
Huile moteur(lig) 0;3
Glycérinepure(liq) 0,8
Mercure(liq) 1;56:10 °
vapeurd'eau(gaz) 9;7:10 ®
Air sec(gaz) 18,2:10 °©

TAB. 2.2— Quelquewaleurs deviscosités.

éwlution avecla pressioretla température En généralja viscositévarie peuavecla pression.
Pourlatempératurd fautdistingueresgazetlesliquides.

/| €°=T pourlesliquides.La viscositédiminuequandla températur@augmente.
|~ T pourlesgaz.La viscositéaugmenteuanda températur@ugmente.

1Jean-LouisMarie Poiseuilleestn le 22 avril 1797.11 est | v edel cole Polytechniqueavantd' tudier la m decine.
Lesrecherchesle Poiseuilleconcernenprincipalement'application deslois physiques la physiologie.Les plus connus
portentsurl'’h modynamique,c'est- -dire la circulationsanguine.
Dansla lign e decestravaux,Poiseuilled gageuneloi surl' coulement des uidesvisqueuxdansdestubescapillaires.
Admisen1842parl'’Acad mie dem decine,il s'teint en1869 Paris.
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20 Chapitre 2. Dynamique des uides Newtoniens

Remarque : Il existe des uides non newtonienspour lesquelda viscositédépendde la vitessede
cisaillement.

2.1.4 Forcevolumique associ ea la contrainte visqueuse

Nousne démontrerongasla formule généralequi donnele bilan desforcesvisqueuses'exercant
surune particulede uide. L'expressionesten généralassezcompliquée Elle se simpli e dansle
casdes uides newtonienset incompressiblesNous prendronsun exemple pour faire le calcul et
généraliseronke résultat.

. D . : . !
Ontraite 'exempled'un écoulementinidimensionneincompressiblev = v(y)'uy . Onremarque
ici quediv'v = 0 cequiimpliguequele uide estincompressible.

profil des
vitesses

?(v+dv)

Vo /QL

—~Z —
LY t(y)

Fic. 2.5—Bilan deforcesdeviscositésur un élémentde uide.

Le bilandeforcequesubitla particuledela partdu uide s'écrit:

@
]

@

dF = (y + dy) @(y) dxdz'u , =

cetteformule segénéralise

I I
Forcevolumiquedeviscosité: dF = f

|
ou 4 estl'opérateurlaplacienvectoriel.

Rappel: Le Laplacienvectoriels'exprime commesuit :

|
AA=AANUFAA Uy + AN,

Remarque: Sile uide n'estpasincompressiblelexpressiondela force volumiquede viscositéest
pluscomplee.
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2.2. L'équation de Navier-Stokes. 21

2.1.5 Forcesextrieur es

Considéronsineparticulede uide devolumed . Cetteparticulesubitdela partdu uide quil'en-
toureles forcessuper ciellesque sontles forcesde pressionet de viscosité.En plus de cesforces,
d'autresforcesd'origine extérieureau uide agissensurchaqueparticulede uide. Cesforcessont
proportionnelleauvolumedela particulede uide ets'écriront:

| |
dF = fe‘xt d

Exemples : Donnonsquelqguesxemplesde forcesvolumiquesextérieures.
!

!
pourun uide plongédansunchampdepesanteymona f ¢4 = 9 | |
pourun plasmabaignan'dansunchampélectromagnétiquenaff;xt = (E + !Vl’\ B).
lesforcesd'inertie (si le référentield'étuden’est pasGaliléen): f gt = (be +2 n !v)

2.2 L'quation de Navier-Stokes.

2.2.1 L'quation de Navier-Stokes.

Considéronsune particulede uide de massedm, et appliquonsle Principe Fondamentalede la
Dynamique: |
Dv ! ! !
de—t: r Pd + feqd + 4 vd

sachanguedm = d onobtientlarelationfondamentaleles uides newntoniens.

|
D'v ! ! !
Bt - PHfext 4v

c'estl'équationde Navier-Stokesquel'on peutécriresousla forme:

3 T T T !
Equationde Navier-Stokes: (% + (!v T )!v) = rP+feqx+ 4v

U , U N ,
Onremarqueaju'elle estnonlinéairea causede la présencealu termecorvectif (‘v :r )'v ; c'estce
qui rendlesproblémesie mécaniquales uides mathématiquememedoutables...

2.2.2 R soudreun probl me dedynamiquedes uides.

Distinguonsdeuxcas:

le uide estincompressiblé constarte ) :
le problemeprésenteci 4 inconnuesscalaires le champde pressiorP (x; y; z; t) etle champdes
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22 Chapitre 2. Dynamique des uides Newtoniens

vitesseq3 composantesil (x; y;z;1). Il fautdonc4 équations I'équation de Navier-Stokes en
donne3. La quatriéemeestdonnéeparl'équationde continuitédiv v = 0.

le uide estcompressiblégazenécoulementapide):

la massevolumique peutvarier sousl'effet de la pressionmais aussisousl'effet de la chaleur
Engénéralle uide possedaineéquationd'étatlocale (P(x;y;z;t); T(X;y;z;t)). le probleme
présentedonc 6 inconnuesscalaires. le champde pressionP (x; y; z;t), le champdesvitesses
3 composantes& (X;y;z;t) le champ (x;y;z;t) etla températurerl (x;y;z;t). Il fautdonc
6 équations I'équation de Navier-Stokes en donne3, la quatriemeestdonnéepar I'équation de
continuitédiv ( !v)+ % = 0, lacinquiémeparl'équationd'étatdu uide (P;T) etlacinquiéeme
parle premierprincipedela thermodynamiqueDansce casunebonnemodélisatiordestransferts
thermiguesstnécessairese qui rendle problemetrésardu.

exemple: étudieruneétoileoula comhustiond'une amme nécessiteest équationetsurtoutdes
grosordinateurs...

Conclusiorn onestsouventamené approchedessolutionsennégligeantlestermesdel'équation
de Navier-Stokespoursefocalisersurle phénoménessentiel.

2.2.3 Approximations

La complité provient essentiellemerde la présencedansl'équationde Navier-Stokes,d'un terme
non linéaire - le termecorvectif - et d'un termedu secondordre - le termede viscosité.Dansde
nombreuxcas,on peutnégligerl'un desdeuxtermesdevantl'autre. On dé nit alorsun facteursans
dimension,qui estimel'importance du terme corvectif devant le termede viscosité: Si I'on note
d la distancecaractéristiqueale I'écoulement,v la vitessetypique de I'écoulement, estla masse
volumiquemoyennedu uide et laviscosité e facteur

(vr)v %_ vd _
TN v TR

estun nombresansdimensionet s'appellele nombre de Reynolds. Ce nombrejoue un rble trés
importanten mécaniquedes uides caril permetde classi er les écoulementsOn distinguedeux
typesd'écoulements

L'écoulementlaminaire : il correspondh desnombresde ReynoldsRe . 2000 Si R lon
pourranégligerle termede viscosité(qui ne joueraun rble clé que surles bords)et I'on parlera
d'écoulementiaminair e parfait. L'équationde Navier-Stokesdevient

@

T N R !
(= +(vir)v)= 1 P+ fgy

Q@

il s'agitdel' équationd'Euler qui estuneéquationdifférentielledu premierordre.SiR, 1on
pourranégligere termecorvectif devantle termedeviscosité On parlerad'écoulementlaminair e

¢ JimmyRoussel



2.3. Conditions aux limites 23

visqueux L'équationdevient

@ _ ! ! !
L'écoulementturbulent : il correspondh desnombresde ReynoldsR ¢ & 200Q Dansce cas,le
problémeétantanalytiquemeninsoluble,on utilise souventdeslois phénoménologiquesssociées

auneanalysedimensionnellgcf. chapitreb).

2.3 Conditions aux limites

Lesconstantes!'intégrationsedéterminenparlesconditionsauxlimites.

2.3.1 Ecoulementparfait

éguationdu premierordrepourla pressioret la vitessell fautdoncdeuxconditionsauxlimites.
premiérecondition: la composantele la vitesseperpendiculaireestcontinuelors de la traversée

d'uneinterface.
deuxiémecondition: la pressiorestcontinuea la traverséed'uneinterface uide- uide dansle cas
oul'on négligela capillarité; sinonil fautappliquera formulede Laplace(voir chapitre6).

2.3.2 Ecoulementvisqueux

il s'ajoutedeuxconditionssupplémentaires

pourun uide visqueuxunediscontinuitéde vitessetangentielleentraineunecontraintein ni. La
composanteéangentielledoit donc étre continu. Par exemplesur un obstacle x e dansun uide
visqueux Ja vitessed'écoulemensurla paroidoit étrenulle.

la composantéangentielledela contrainteestcontinueentredeux uides (elle estquelconquégour
uneinterfaceliquide solide)
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Chapitre 3

Fluidesen quilibr e

3.1 Fluide au reposdansun champde pesanteur

[
Ondit quele uide estaurepossiil existeunréférentieldanslequel!v = ‘0 partout.On étudiealors
ce uide dansceréférentiel.
3.1.1 Mise en quation
Onconsidérain uide soumisala seuleactionde pesanteur

! I

fexx= 0
L'équationde Navier-Stokesdevient :

!

|
TP+ 'g=10

Cequi donne aprésprojectionsuivantl'axe Oz descendant
FIuideaureposdansunchampdepesanteur‘é—’z =g I

3.1.2 Casdesliquides

Un liguide peut,dansune premiéreapproximationétre considérécommeun uide incompressible
=> Constarte. Dansce cas,|'équationprécédents'intégresansdif culté :

Liguide aureposdansun champdepesanteurP(z) = Po+ ¢ zI

25




26 Chapitre 3. Fluidesenéquilibre

Le terme g z représentéa pressiordueaupoidsdela colonnedeliquide ala cotez.

Surface libre

I S, Ao Ao ] isobares

z forces volumiques de pression

FiG. 3.1— Equilibre d'un liquide dansun champde pesanteur

conséquences

La surfacelibre (isobareP = Pey;) esthorizontale.

Théoremede Pascal: EntredeuxpointsM ; et M, d'un méme uide aureposdansun champde
pesanteyron ala relationP, = P1 + g h ouh estla déniellation entrecesdeuxpoints. Si la
pressioraugmentale p; enM alors,la pressioraugmentalela mémequantitéenM , :

p1= P2

Touteaugmentatiomle pressiorsetransmeintégralementlansun uide (Théorémeale pascal).
— Voir I'expérienceadu tonneawle Pascal.
— Application: principedela pressehydraulique.

Applications :

Mesurede pression Parexemplele manometre liquide enU.
le baromeétrade Toricelli

3.1.3 Casdesgaz
Lesgazétantcompressibled| faututiliserI'équationd'étatainsiquelesprincipesdela thermodyna-
miguepourrésoudrde probléme.

Prenond'exemplesimpled'un gazparfit dontlatempératurest xée. Cemodelepeutserviratraiter
I'atmosphéergdmodeéledel'atmosphérdsotherme).
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27

(@ Exp- (b) Principedela pressehydraulique
rience du

tonneau de

Pascal

FIG. 3.2— Conséquencedu théoremale Pascal.
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28 Chapitre 3. Fluidesenéquilibre

Le gazestparfait donc:
MP

RT

Latempératurestconstantd = T, doncl'équationdela statiquedonne

a _ MP
dz RTog

équationdifférentiellelinéaired'ordre 1. Sarésolutiondonne
z
P(2) = Poexp[ —]

OUH = ,\Fjl—Tg. La pressiordiminuedefaconexponentiellea partirdu sol.

Ce modéelegrossierde I'atmosphereaux bassesltitudesdonneune hauteurcaractéristiqueH

8; 4km sil'on prenddel'air demassamolaireM = 29:10 3kg:mol ! etTy = 288K.

3.1.4 Pouss ed'Ar chim de

Traitonsle casd'un solide cubiqued'aréte a immeigé dansun liquide (cf gure) et calculonsla
résultantedesforcesde pression Lesforcesde pressionhorizontalesse compensentar contreles
forcesverticalesne secompensenpaspuisquela pressioraugmentevecla profondeur

B

Surface libre 1

Cube d'arete a

AV

FiG. 3.3—Pousséal'Archiméde

Onobtient
=P,S P;S= g asS
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3.2. Casgénéral 29

On obtientuneforce ascendantégaleau poidsdu volumedeliquide déplacé.

TH OREME D'ARCHIMEDE (250 AV.J.C.) : Tout corpsimmeigé partielle-

ment ou totalementdansun uide subit de la part de celui-ci une poussée
verticale,dirigéeversle haut,appelégpousséal’Archiméde,dontl'intensité

estégaleaupoidsdu uide déplacé.

Le pointd'applicationde cetteforce estle centrede pousséeil estdifférent,

engénéraldu centrede gravité.

Applications:

ottaison desbateaux
ascensiomesballonssondes,
convectiondela chaleuretc...

3.2 Casgnral

3.2.1 Equation fondamentalede I'h ydrostatique

Nousallonsmaintenantor}sidéreﬂe casgénérald'un uide aureposdansun champde forcesex-
térieurde force volumique f ¢4 . L'application de I'équation de Navier-Stokes donne,a I'équilibre
I'équationdel'hydrostatique:

- !
Equationde'hydrostatique: T ext

3.2.2 Exemple: le liquide enrotation.

Un acon cylindrique ouvert, contientun liquide de massevolumique . On fait tournerle acon
autourde sonaxe avecla vitesseangulaire! . Celiquide n'estpasen équilibredansle référentieldu
laboratoire.Cependantapresun régimetransitoirequi dépendde la viscositédu liquide, le liquide
tournede fagonsolide a la mémevitesseangulairequele cylindre. Ainsi, dansle référentiellié au
cylindre, le liquide estaurepos.

Bilan desforces : Le référentieln'étantpasgaliléen,il nefautpasoublierlesforcesd'inertie :

LaforcedeCorioIisestnuIIecarlavitesseestnullc?.
La forced'entrainemenfou force centrifuge)vaut f jo = ! 2y
Laforcevolumiquedepesanteuvaut!p = !g
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FiG. 3.4- Cylindre enrotation.

Mise en équation : L'équationde la statiquedonnedonc

cequidonne;
212

2
La surfacelibre estdoncun paraboloidele réwlution.

P(;2)= gz+C

Application : Deséquipesdel'UniversitéLaval, de'Uni versity of British Columbiaet de 'Institut

d'astrophysiquele Paris,ont mis au pointuntélescopedNomméLarge Zénith Télescop&LZT)
dontle miroir primairefait 6 métresde diameétre Contrairemenauxtélescopesorventionnels
dontle miroir estfait de verre,le LZT a un miroir fait de liquide ré échissant,du mercure
plus précisémengui adopteune surface paraboliquepuisquemis en rotationdansune cuve.
Le miroir paraboliqgueobtenupermetdefairel'image d'une étoile aufoyer dela paraboleavec
précision.

La principalelimitation du LZT, et desautresmiroirs liquides, estqu'on ne peutle pointer
ailleursqu'au zénith,sinonle liquide s'échappeale la cuwette."Un miroir liquide voit le ciel
commeunepersonnegouchéesurle dos,qui regardedroit au-dessud'elle sangpouvoir tourner
la téteni bougeresyeux", expliquele chercheurAu-dessuslu miroir, uneétroitebandedeciel
dé le alavitessedela rotationterrestreUn astredonnémeterviron uneminutea traverserle
champdevisiondutélescope.
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FiG. 3.5—Miroir liquide del'université Laval (Canada).

3.2.3 Thorme d'Ar chimde

considéronsin solidedevolumeV immeigédansun uide quelconque.
La résultante desforcesde pressions'appelle la pousséead'Ar chiméde.

| 727 |
Co= r ' pPd
Vv
! ! ! .
etcommeal'équilibre f ¢t T P = ‘0 onobtient:
777 |
= T ext:d
\Y

TH OREME D'ARCHIMEDE G N RALIS : Tout corpsimmeigé partielle-
mentou totalementansun uide al'équilibre subitdela partde celui-ciune
force, appeléepousséal’Archiméde,qui estl'opposéede la force extérieure
guesubiraitle volumede uide déplacé.
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Chapitre 4

Th oremes de Bernoulli - Applications

4.1 coulement parfait stationnaireincompressible

NousallonsétudierlesécoulementpourlesqueldesforcesdeviscositéssontnégligeablesOn parle
alorsde uide nondissipatifou parfait.

4.1.1 Thorme deBernoulli

Le théorémede Bernoulli énoncéen premierpar Daniel BERNOUL LI, estuneéquationintégralede
I'équationde NAVIER-STOKES qui exprimela conserationdel'énemgie (cf. Annexe).

hypothéses: Le théorémeade Bernoulli danssaformulationclassiquene s'appliquequ'aux éc?ule—
mentsstationnairesincompressiblest sansviscosité Onadonc = constarte, % =0 et

!Daniel Bernoulli (Groningue9 f vrier 1700- Bale 17 mars1782)estun m decin, physicienet math maticiensuisse.
C'estle ®ls deJeanBernoullietle neveude Jacque8ernoulli.

Il cultiva la fois les sciencesmath matiqueset les sciencesnaturelles,enseigndes math matiques,'anatomie, la
botaniqueet la physique Ami de LeonhardEuler, il travaille aveclui dansplusieursdomainesiesmath matiquesetdela
physique( il partageaveclui dix fois le prix annueldel'Acad mie dessciencesleParis),qu'il s'en®t unesortederevenu.
Lesdiff rents probl mesqu'il tenteder soudre(th orie del' lasticit, m canismedesmar es)le conduisent s'int resser
etd velopperdesoutils math matiquedelsqueles quationsdiff rentielles ouless ries. Il collabore galementavecJean
le Rondd'Alembertdansl’ tude descordesvibrantes.

Il passequelquesann es Saint-P tersbouy comme professeurde math matiquesmais I'essentielde sa carri re se
droule [l'universit deBéleo il enseignesuccessiementi'astronomie,la m decineetla philosophiell fut commeson
p re, membredesAcad miesde Paris,de Berlin, de Londreset de Saint-P tersbouy.

Il publieen1738:

sonouvrageHydrodynamicgStrasbouy, 1738,in-4) danslequelil exposele th or me fondamentatlela m canique
des uidesqui portesonnom: le th or me deBernoulli.

etaussiunen Th orie surla mesuredu risque @, danslaguellele Paradox de Saint-P tersbouy - n de discussions
entrelui etsonfr re Nicolas- fut labasedelath orie conomiqueet®nanci re del'aversionaurisque,la primede
risqueet l'utilit .
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34 Chapitre 4. Théorémesde Bernoulli - Applications

= 0. De plus,noussupposeronguelesforcesvolumiguesextérieureslériventd'une énegie

potentielle: |

! I
fext = T &

Par exemple,pourun uide dansunchampdepesanteuuniforme,e, = g z.

Mise enéquation : L'équationde NAVIER-STOKES devientdonc:
N ! !
(vir)v= 1 P+feq

! ! ! s :
or (cf. anne(eA.l.S)(!v:r )!v =r % +rot'v Al dou I'équation:

N ! !
(r5+rotv v)= 1P+ re

|
Multiplions I'équation par le déplacemenin nitésimal dl = v dt le long d'une ligne de
courant; on obtient:

! I I Il v2 v2
di:(rot'v ~'v)=0= d:r (P+ E+ep)= d(P + 7+ep)|igne

THEOREME DE BERNOULLI : Le longd'uneligne decourant,

2
v
P+ >t &= Constante

Par exemple,dansle champde pesanteuon obtient

v2
P+ > + gz = Constarne

Remarques :

d'une ligne de courantal'autre, c'estla valeurdela constantajui changeDe plus|'utilisation du
théorémede Bernoulliexige deconnaitrda formedeslignesde courant.

la conseration de la quantitéP + % + g z exprimela conseration del'énergie le long d'une
ligne de courant(cf. annee) :

- %représentdéénergiecinétiquevolumique

— g zI' énegie potentiellevolumiquede pesanteur

— etla pressiorP représentéénergie potentiellevolumiqueassociéauxforcesde pression.
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4.1. Ecoulementparfait stationnaire incompressible 35

4.1.2 Exemplesd'application
Formule de Toricelli :

Considéronsinréserwir cylindriqueremplid'un liquide danslequelon perceun ori ce. Laformule
deToricelli relie le débitd'écoulementvecla hauteurdeliquide h.

g
section S
0 —
: Vo
h orifice de
section s
3 v
<

FiG. 4.1-Vidange d'un réservoir

Onferaleshypothésesuiantes

La sectionS du cylindre esttrésgrandedevantla sectiondel'orice :s  S.
Onnégligela viscosité(cylindre pastrop étroit)

On considérde liquide incompressible

En n, onconsiderequel'écoulementestenrégimestationnaire.

On cherchea calculerla vitessed'écoulementv a la sortie du trou. L'application du théorémede
Bernoullisuruneligne de courantdonne:

1 1
Patm + 9h+§V8: I:>atm"'§V2

Or,vg vcars Sdou: 0
v=" 2gh

Onremarquerguela vitesseala mémeexpressiorgquecelledela chutelibre d'un pointmatérieldans
le champde pesanteur_e débitvolumiqued'écoulemenvautdonc:

p
Qv = sv=s 2gh (formuledeToricelli)

Remarques:

En pratiguecetteformule estapplicablea conditionqueh soitgranddevantla taille del'ori ce

http ://perso.ensc-rennes.fr/jimmyussel



36 Chapitre 4. Théorémesde Bernoulli - Applications

En pratique le jet de sortieestcontractéela sectionef cace de sortieestdoncplus petitequela
sectiondel'ori ce : Sil'on veuttenir comptede ce phénoménd fautremplacers par s ou est
le coefcient decontraction.

Effet venturi :

Le tubedeventuriestuntubehorizontalqui présentain étranglementLors d'un écoulemenstation-
naire,la conseration du débitimposeuneaugmentatione vitesseau niveaude I'étranglementet la
relationde Bernoulliimposealorsunedépressiomumémeniveau.

Ainsi quandun écoulementencontreun étranglemenil y a dépressionc'est
I'effet Venturi.

Conséquences

Artériosclérose
Incidentsmaritimespareffet venturi
Applications:

— latrompea eaudeschimistes.

— Le pulvérisateur

Tubede pitot :

Le tubede Pitot permetla mesurede la vitessed'écoulementd'un gazsubsoniquév ~ Cson). On
peuteneffet le considéremcompressiblelansce cas.On pratiquedansun tubeun ori ce deprisede
pressiorenA etenB. Le pointA estunpointd'arrétcarla vitesseestnulle (il n' y apasd'écoulement
dandl'ori ce , c'estjusteuneprisedepression)Loin del'obstacle(le tubede pitot) I'écoulementest
supposéiniformedevitesser etdepressiorPy. EnB la pressiorvautPg carleslois del'hydrostatique
s'appliquentdansunedirectionperpendiculairé un écoulemenparallélepermanenincompressible
(cf. exercice).En A (pointd'arrét), enutilisantla relationde Bernoulli, la pressiornvaut

FiG. 4.2—TubedePitot.

1
Pa=Po+ Zv?
A 0 2
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4.2. Ecoulementsirr otationnels 37

EnB, Pg = Po. d'od s
2(Pn  Pg)

Exemple: Unevitessev = 10m:s ! donnenaissancaunedifférencedepression P = 60Pa = 0; 6mbar
(l'air aunemassevolumique  1;2kg:m 3)

portance d'une aile d'avion : explication qualitative (et discutable)
4.2 coulements irr otationnels

4.2.1 Vecteurtourbillon

Ondit qu'un écoulemenesttourbillonnairesi
! | !
r ~veao

partoutou encertaingpoints.Ondé nit le vecteurtourbillon oulavorticité par

(a) Champddevorticit montrant descyclonedn- (b) vortex desillage.
tenseslansun ecoulement

FiG. 4.3— Exempledl'écoulementsotationnels.

Montronsune propriétédes uides parfaits. Si I'on prendle rotationnelde I'équation d'Euler on
obtient,dansle casou le champde force extérieurdérive d'une énegie potentielleet sachantjuele
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38 Chapitre 4. Théorémesde Bernoulli - Applications

rotationneld'un gradientestnul :

! ! .
cequi ilmpliq|uequelorsquele uide est,a un instantdonné,irrotationnel(" = "0 partout)il le
reste(% = '0). Autrementdit un uide parfait initialement sansvorticité ne peut pasdevenir
rotationnel. C'est gracea la viscositéque lestourbillons apparaissent.

4.2.2 Potentiel desvitesses

Lorsquel'écoulementestirr otationne) le champdesvitessegiérive d'un gradienf(le rotationneld'un

gradientestnul) : |
r*v=0) v=r (!r;t)

ou estle potentieldesvitesses |
r f(Xy;2z)

Rappel: Les surfacesde niveaud'un Ichamp scalaire f (x;y; z) sont per-
pendiculairesaux lignesde champde r f (x;y; z).

Ainsi, auninstantt xé, leslignesd'écoulemensontperpendiculaireauxsurfaces = C',.
exemples

le potentiel ( x;y;z) = x correspondh un écoulemenstationnairauniformeunidirectionnel

(; ;2= Q corresponch un écoulemenstationnaireaxi-fuge: les lignesd'écoulementsont
. |

suivant‘u

Propriété dela fonction potentiel : sile uide estincompressiblenadiv = 0 cequidonne
4 =0

le potentieldesvitessesobéit a I'équation de Laplace.ll y a doncune analogiepossibleentreun
écoulemenipotentielet un problémeélectrostatiqualansle vide : Rappelongjue dansle vide, le
potentielélectrostatiquebéit a I'équation de Laplace.De plus, on montreen mathématiquejuela
solution de I'équation de Laplace muni d'un jeu de conditions aux limites, estunigue : Si on
trouve une solutioncompatibleavec les conditionsaux limites cettesolutionestla bonné (d'ou la
techniguedesimage<tlectriguesemplo/éeenélectrostatique)
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4.3. Théorémede Bernoulli généralisé 39

Théoremede Bernoulli pour un écoulementpotentiel : sil'on reprendla démonstratiordu théo-
remede Bernoullion s'apercoitquepourun écoulemenincompressibletirrotationnelon obtient:
2

I @ ! \;
r@z r (P+ 7+ep)

cequidonne
2

v @ _
P+ §+ep+ 6—C(t)

4.3 Thorme deBernoulli g nralis

4.3.1 Casd'un coulementavec changed' ner gie

Lorsqu'un uide s'écouledansun systémede conduitesjl traversedesmachineshydrauliquesavec
lesquellesl peutéchangedel'énemie:

despompesdonnerontela puissancenécaniqueu uide.
desturbinesrecesrontdela partdu uide del'énergie mécanique.

Sil'on noteP la puissanceééchangéevecle uide, onaP > 0 pourlespompesetP < 0 pourles
turbines L'énemie querecoitim?® de uide pendantlsvaut:
PJs 1)
w@m 3= —— 1
M= Qv mes
L'équationde Bernoullisegénéralisestl'on obtientpourun écoulement! 2 :

2 2
\% P \V;
Pt gt omt g =Pt 50z

Qv

4.3.2 Notionsde pertesde charge

Un uide parfait n'existe pas.Lors d'un écoulementansuneconduite Jesforcesde frottementdis-
sipentunepartiede I'énermgie cinétigueet potentiellece qui setraduit par I'existencede « pertesde
chages» dontil s'agit detenir compte.

Considéronsin écoulementylindrique horizontalstationnaireetincompressibleSi I'on appliquela
relationde Bernoullientrel'entréeetla sortieon obtient

P]_: P2

Or, expérimentalementpn obsere qu'il fautimposerune pressionplus importanteen entréepour
entretenide régimepermanentEn effet, lesforcesde viscositérésistent I'écoulement.ll fautdonc
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40 Chapitre 4. Théorémesde Bernoulli - Applications

pompe sens de

I' coulement

FIG. 4.4—scthémad'un écoulemenstationnaie possibleavecunepompe

imposerunesurpression Ps quel'on appelleperte dechargeenpressionetqui estdueal'existence

deforcesdefrottementqviscosité)

Il existedeuxtypesde pertesdechage:

1. Lesperteschagesenlongueurdroiteditespertesde chagerégulieres Cesontdonclespertes
duesauxfrottemente long dutrajet.Onverradande chapitresuivantunerelationentrela perte

enpressioretle débit.Onnotera P, la pertedechageréguliére.

2. Lespertessinguliéres dansun circuit, la présencele coudesgde robinets,de vannesde mo-
di cations brutalesde sectiongroduitdespertesde chageditessingulieresOnnotera Pg la

pertede chagesinguliére.

En conclusionpourdiminuerl’ensembledespertesde chage dansunecanalisationa n dediminuer

lescodtsdefonctionnementiusaux pompesijl faut,quandc'estpossible

diminuerla longueurde canalisation

diminuerle nombred'accidentssurla canalisation
diminuerle débitdecirculation;

augmentefe diamétredescanalisations
fairecirculerdesliquidesle moinsvisqueuxpossible
utiliser desmatériauxdefaiblerugosité.
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4.3.3 Thorme deBernoulli g nralis

Lorsquel'on veut tenir comptedespertesde chage et de I'échanged'énegie avec desmachines
hydrauliquesn doit modi er I'équationde Bernoullietl'écrire sousla forme:

2 2
v P Vv
P1+ —21+921+—Q = Py+ 72+922+ Pt
v

ou P estlapertedechage (expriméenpascal)

Cetterelationestsouwentutiliséedansles problémesie conduite.

Remargue : Dansles problemesde conduites,on utilise souvent I'approximationdesécoulement
unidimensionnelsapproximatiorgui revientaconfondrda vitesseavecla vitessemayennesur
unesectiondroite de la conduite.Cetteapproximatiorproduitsdeserreurssurl'expressionde
I'énemgie cinétique.On utilise alorsun coefcient correctif pour exprimer I'énemgie cinétique

volumique:
=t V2
2
ouv estla vitessemoyenneet le coefcient d'énegie cinétique En pratiquelesvaleursde
sontlessuivantes:

1 écoulemenpiston(vitesseuniformedanstoutela section)

1; 33 écoulementaminairevisqueux(newtonien)

1,04 1;12écoulementurbulent.

Dansla suitenousle prendronsystématiqguemerdgala 1 saufindicationcontraire.
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Chapitre5

coulements visqueux

5.1 coulement de poiseuille.

5.1.1 Pr sentation

On s'intéressea I'écoulementstationnaie d'un uide visqueuxincompessibledansun long tube
cylindriguederayonR etdelongueur.  R. Le tubeesthorizontal(orientésuvantOz) etl'écoule-
mentestassurégraceal'existenced'une différencedepression P entrel'entréedutubeetla sortie
dutube.Onsupposeradeplusquel'écoulementestlaminaire(R ¢ < 2000

0
Vv

Nye)
SO

FiG. 5.1— Ecoulementie poiseuille Le champde vitessen'est pasuniformedansle tuyau.

Invariancesdu probléme: le problémeestinvariantvis a vis d'une rotationd'axe Oz, le probléme
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44 Chapitre 5. Ecoulementsvisqueux

estdoncindépendante I'angle ' (angledu systemecylindrique). Le champde vitessene dépend
doncquedela distanceal'axe etdela cotez. La force de pressiorétantsuvant Oz, on supposeajue
I'écoulementestlaminaireet parallelea Oz :

Vo= v(; Z)!k

En n, onsait(cf. exercicel duchapitreprécédentjueleslois del'hydrostatiqguepeuents'appliquer
dansunedirectionperpendiculairé |'écoulement.Or si I'on consideraun tuyaude petitesectionon
pourranégliger g R devantP; ou P, detelle sortequel’'on peutaf rmer quela pressiomedépend
pasde . Cecirevientanégligerla pesanteur

5.1.2 Loi dePoiseuille

Démonstration : Commencgongarécrirel'équationde continuité:

av), @), e _,_ o
d d dz dz

Onendéduitquela vitessene dépendprasdez
I !
vV = v ( )k

le termecorvectif s'écrit donc: vz@@vz( ) = 0. Finalement'accélérationestnulle. Ce qui se
comprendaisément leslignesde champsontdesdroiteshorizontalest seconfondenavecla
trajectoiredesparticules(régimestationnaire)Or si la vitessene dépendpasde z celasigni e
gueles particulesde uide sedéplaceavec unevitesseconstanteen directionet enintensité.
L'accélératiorestdoncnulle.

On peut aussiajouterque chaqueparticulede uide estsoumisea deuxforcesqui se com-
pensent les forcesde pressionet les forcesde viscosité.Sansforce de pressionc'est-a-dire
sansdifférencede pressionil ne peut pasavoir d'écoulementstationnaire.
Projetond'équationde Navier Stokesdansla basecylindrique:

@ —
g) 0
o %l
—_ V73
z = “a(F%)

Ainsi, la pressionne dépendque de z. Le termede gauchedela derniéreéquationdépendle
z alorsquele termededroitedépendde : cesdeuxtermessontdoncconstant®tla pression
varielinéairementvecz. Ainsi ona

daP P

1d
K= g

dv,
g )
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5.1. Ecoulementde poiseuille. 45

aveccommecontraintes v, (R) = Oetddi(O) ni . Onobtientaprésntégration:;

V()= (2

R2
4 L )

Onobtientun pro | devitesseparaboliquelLa vitesseestmaximalesurl'axe et nulle surles
parois.

La formule de poiseuillerelie le débitvolumigueavec la différencede pressionmposée Cal-
culonsle débitvolumique:

zz Zx

R P o
Q= 'y dsh = V()2 d = S—T(Formulederseunle)
0
Onobtientuneformuleanaloguei la loi d'Ohm:
ddp = resistance courant ! ddpression= resistancevisqueuse debit

Application : mesurede la viscosité: Dansun large réserwir, on placeun liquide de massevo-
lumique . On x e au fond du récipientun long tube n horizontal (longueurL rayonR) :
lesforcesde viscositéssontprépondéranteisi, I'écoulementesttréslent (gouttea goutte).La
mesuredu débitpermetde calculerla viscosité .

9

section S

orifice de
section s

0
0
0

FiG. 5.2—Mesue dela viscosité.

En appliguantBernoullidansle réserwir (lesforcesdeviscositén'interviennentpasla) on obtient
P=gh 3vZ gh
Laloi depoiseuilledonne

Q = —R4g—h = _R4g_h
8 L 8Q L
exemple: pourunehuile: = 860kgim 3,h = 0;3m,R = 2mm, L = 0;15m etonmesureun

débitQ = 53mL=min . D'ou

(2:10 3)*860 9:8 0;3

= 0,12Pa:
8 (53.10 6=60) 0.15 as
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46 Chapitre 5. Ecoulementsvisqueux

5.1.3 Perte decharge
Utilisonsle résultatde Poiseuillepourexprimerla pertede chage enfaisantintervenir le diamétreD ,
lalongueurL, la vitessemoyenneainsiquela massesolumiqueetle nombrede Reynolds:

8 L L L
P=QRa=8pe =325,

Or le nombrede Reynoldsde cetécoulementaminaires'écrit :

vD vD
R.= —— =
e ) =R,
d'ou nalement: 64 1 .
Pr= —:2 v2=
""Re2 D

De maniéregénéraleuneanalysedimensionnellanontrequel'on peutécrirela pertedechagerégu-

liere sousla forme: L
2_

1
Py = f(Re)é \ D

ouf estle coef cient de perte de chargeréguliére. Cecoefcient estsansdimensionet dépenddu
régimed'écoulementinsi que de la naturedu matériauxutilisé (hotammente sarugositérelative
5 ). Le diagrammede Moody (fourni enannee) donnece coefcient de pertede chage régulieref

enfonctiondu nombrede Reynoldsetdu coefcient derugositérelatve =D .

De la mémemaniéere pn peutexprimerlespertesde chagessingulierecommesuit :

ou estle coef cient de perte de chargesinguliére etvj,¢ estlavitessemoyenneincidentedu uide
arrivantsurl'obstacle. dépendiela formedel'obstacle.

Remargue : Dansl'expressiondu nombrede Reynolds pour une conduitenon circulaire, il est

d'usaged'utiliser le diameétrehydrauliqueDy = p“riniiife.

5.2 Forcedetrain e sur un obstacle

5.2.1 Analysedimensionnelle

Laforcedetrainéesstlaforcedefrottementgueproduitl'écoulementd'un uide autourd'un obstacle.
Lorsquecetteforce estdansle sensde I'écoulementon parle de force de trainée Lorsqu'elle est
perpendiculairen parle de force de portancell s'agitici de trouwver les paramétrepertinentsqui

interviennentdansl'expressiondela forcedetrainée.
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5.2. Forcedetrainée sur un obstacle 47

Considérongar exemple,une sphéreen mouvementuniforme dansun uide. |l fauttout d'abord
préciserguela viscositéestessentiell@ourjusti er I'existenced'uneforcedefrottementSile uide
estparfait il n'y a pasde trainéecar les couchesde uide glissentsur I'obstacle.Les paramétres
pertinentssontdonc , v lavitessedel'obstacle,d le diameétredel'obstacle, |la massesolumiquedu
uide. Ondé nit le nombredeReynoldsRe = vd oy y adonc4 variablesndépendantegui sontv ,
d, etRe.Laforcedetrainéeestdoncfonctiondecesquatrevariables: F(v;d; ; Re)
F peutsemettresousla forme

F=f(Re) dv

Uneanalysadimensionnell@onne:
F = v 2d°f (Re)
De maniéregénéralepourun obstaclequelconqueon écrirala force detrainéesousla forme:

1
F=3v 25Cy(Re)

ous estla suracefrontale(surfaceprojetéesuivantla trajectoiredu uide surunplanperpendiculaire
acettetrajectoire)et Cy le coefcient detrainéeg(sansdimension)qui dépenddu nombrede Reynolds

, delaformedel'obstacleetdesarugosité(parexempleuneballedegolf aun Cy pluspetitquecelui

d'uneballelissede mémediametre).

Calculerla fonction Cy(Re) n'est passimple surtoutlorsqueRe estgrand.Expérimentalementn
obsere guela fonction Cy(Re) estgrossierementiécroissantet qu'elle estquasi-constantpour
Re > 1P (pourunevoitureroulanta 100km/hRe  107). Le problémea étérésoludansle casdela
sphéerdorsqueRe < 1.

5.2.2 Formule de Stokes

Stokesarésolule problemedela sphéredansle casou I'écoulementestessentiellemergouvernépar
la viscositéc'esta dire pourRe petit. Il obtient:

[
F= 6 rh (formule de Stokes)

our représentde rayondela sphéreDanscecasCy = é—‘: loi bienobservéexpérimentalement.
Attention,cetteloi nes'appliquequepourlespetitesvitessest despetitessphéres!
Application en géologie:

décantatiorde l'argile : si vousmélangezle I'argile constituéde grainsquel'on considéreraphé-
riquesdansl’eau et que vous laissezreposer: les grainsvont décanterc'est a dire sédimenterau
fond du récipient.Le tempsde décantatiordonneun renseignemergur la taille desgrains.En effet
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48 Chapitre 5. Ecoulementsvisqueux

les grainstombenta une vitesseconstantgour laquellela poids appareni{poids moinsla poussée
d'Archiméde)compensda forcedetrainée

4

6 rv=2 (s g

d'ou 5
V= 9_( s I)r2

la mesuredutempsde décantatiomonnela vitesseet doncla rayonmaoyen.
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Chapitre 6

Ph nomenesdetensionde surface

6.1 Notion detensionsuper®cielle

6.1.1 Phnom nes detensionsuper®cielle

Décrvons quelguessxpériencesjui ne peuent pass'interpréteravec les lois quel'on connaitjus-
qu'ici.

Exp 1 : Déposonsine gouttede liquide surun supportplan. D'aprésleslois de I'nydrostatique |la
surfacelibre devrait étreunesurfaceplane.Or, engénéralle liquide adoptda formedécritesur
la gure 6.1.

FiG. 6.1— Etatd'équilibre d'une gouttesur un plan

Exp 2 : Plongeonglestubescylindrique de petit diamétredansun liquide. On remarqueuneascen-
sion, dite ascensiortapillaire,d'autantplusimportantequele tubeest n (cf. gure 6.2).La
aussile phénoménestencontradictionavecla loi del'hydrostatique.
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50 Chapitre 6. Phénomenesle tensionde surface

f Tubes capillaires

I ascension capillaire

FIG. 6.2— Ascensiortapillaire

Exp 3 : Posongdélicatementine aiguille métalliquea la surfacede I'eau. Si elle estsufsamment
ne, elle otte surl'eaucequiestencontradictioravecle principed'Archiméde(cf. gure 6.3).

/

FiIG. 6.3—Aiguille ottant ala surfacedel'eau

Exp 4 : Formonsdes Ims d'eau sasonneuses'appuyantsur un contour(cf. gure 6.4).Les Ims
semblenproduireunesuriacequi ala propriétéde possédeuneaire minimale.Cettepropriété
ne découlepasdeslois jusqu'ici rencontrées.

FIG. 6.4—Film desavons'appuyantsur deuxcerclesmétalliquegpour formerunecaténoide

Toutescesexpériencesnontrentqu'il y a unepropriétédesliquidesqui a étéomis jusqu'ici. En fait
cettepropriéténe concerneque l'interface entredeux uides ou entreun uide et un solide mais
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n'intervientpasauseind'un uide. Il s'agitdelatensionsuper cielle outensionde surface.

6.1.2 Energie d'interface

La tensionsuper cielleapouroriginel' anisotropie desforcesd'interaction moléculaire. En effet,
considéronsineinterface(S) séparantleux uides nonmisciblesF ; etF,(liquide-vapeurouliquide
-liquide). Au seind'un uide, les moléculessubissentdesinteractionsattractves a courte portée
(Van der Waals et éventuellementiaisons Hydrogénes) Appelons ; I'énemgie d'interactionentre

Interaction :
— Fluide 1/interface
— Fluide 2/interface

Fluide 2

Fluide 1

Interface 1-2

®)

FiG. 6.5— Interaction avecsonenvironnementd'une particule de uide appartenantau uide 1 et
situéea l'interface (S).

unemoléculede F; etuneautremoléculede F, et 1, I'énemie d'interactionentredeuxparticules
différentessituéesa l'interface.Si N estle nombrede moléculeet N5 le nombrede moléculea
l'interface,l'énemgie duliquide F ; vaut

E1=(N Ng)1+Ns12=N 1+ Eg

OUEs = Ng( 12 1) représentéénemie del'interface.Cetteénegie estliée al'anisotr opie des
forcesd'interaction moléculaire. Leterme 1, 1 estpositif sinonil y amiscibilité (lesmoléculesie
F1 n'ont pasd'af nité aveccelleF, etpréférenétreentouréeslemoléculesdentiques=> 12 > ).
En n le nombrede moléculesal'interfaceaugmentevecla surace.Ainsi I'énemie inter-facialeest
proportionnelleala surface

ES = S

ou estpardé nition latensionsuper cielle. Cettegrandeuipositive caractérisdinterfaceet s'ex-
primeenJ=m? .

Conséquences
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52 Chapitre 6. Phénomenesle tensionde surface

augmenteta surfaced'un liquide coltede I'énemie : Ainsi un liquide adopterauneforme

qui minimisela surfacecomptetenudescontraintes si les seulesforcessontles forcesde

tensionssuper ciellesalorson montreque pour un volume donnéla surfacequi minimise
I'énergie estunesphéreParexempleunegoutted'huile dansunliquide demasse/olumique
identiqueserasphérique.

on montreaussiquedeuxgouttessphériquesurontintéréta formerunegoutteplus grosse.
Ainsi guandon agiteénegiguemenun mélangesau-huileon obtientuneémulsionde petites
gouttesd'huile dansl'eau. Cette émulsionestinstable: les petitesgouttescoalesceni{on

parledu phénoménéecoalescendeet!|'on obtientaprésun certaintempsdel'huile avecde

I'eau audessous.

6.1.3 Forcesdetension

Considéronaun Im de liquide sur un cadrerectangulairedont un descoté estmobile. Le liquide
cherchanaminimisersasurface,il fautexerceruneforcesurla tige mobile pourmaintenirla surface
constanteAppliquonsla méthodeslestravauxvirtuelspourcalculera forcequ'exercele uide. Pour
un déplacemenquasi-statiquelx ona:

W= fdx= dEg= 2ldx

ou le facteur2 provient du fait qu'il s'agit d'une lamedouble(deuxinterfacesliquide-gaz),etoul
désignda longueurdelatige. On obtientainsi:

Latensionsuper cielle estdoncuneforcepar unitédelongueur Onpeutdoncexprimer enN:m 1.

De fagongénéral,si I'on considereune interface entre deux uides et que
I'on isole un élémentde surfacedélimité par un contour(C), chaqueportion
dl du circuit (C) serasoumisa uneforce df perpendiculairé dl ettangenta
l'interfacetelle que

df = dl

6.1.4 Mesureetproprits delatensionsuper®cielle

Mesure : uneméthodesouventemplo/éepourlesliquidesestla méthodepararrachemenOn plonge
un anneadissedansle liquide a étudieretI'on soulée I'anneau.On soulée ainsiun Im qui
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6.1. Notion detensionsuper cielle 53

s'appuiesur I'anneau.On mesurela force gu'exercel'interface a I'aide d'un dynamomeétre.
Cetteforceestmaximalequandle poidsetla forcedetensionsuper ciellessontparallélesElle

dynamometre

-

anneau

- | liquide

FiG. 6.6—Méthodede mesue dela tensionsuper cielle
vaut:
F=mg+ 2 (ry+ryp) 2r(r2 rphg +4r

Siry rp=r.

Ordr ede grandeur : atempératurerdinaire pourlesliquides,latensionsuper ciellevautquelques
mJ=m? (cf.tableau)

‘ TENSION SUPERFICIELLE DE QUELQUES INTERFACES LIQUIDES-AIR

Liguides | tempéature tensionsuper cielle
Mercure 18 C 475mJ=m?
Eau 20 C 73mJ=m?
Eau 80 C 62mJ=m?
Huile d'olive 20 C 32mJ=m?

Latensionsuper cielle varieavec:

latempérature diminuequandia températur@augmenteEn généralbon utilise uneloi phénomé-
nologiquelinéaire
= o(l+a)

aveca< 0.
la présencale tensionsactifs : la tensionsuper cielle diminue fortementen présencale tensio-
actifs.
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54 Chapitre 6. Phénomenesle tensionde surface

6.2 Thor me delaplaceetloi deJurin

6.2.1 Pressioncapillaire dansune bulle de savon

Un petit contourcirculairepris dansla surfacelibre planed'un liquide enéquilibreestsoumisa des
forcesdetensionsuper ciellesituéegdanssonplanetdontla résultanteestnulle. Parcontre pourune
suriacesphériquelesforcesexercéesurce mémecontouront unerésultanterientéeversl'intérieur
delaspheére il fautdoncunesurpression P pourquel'équilibre existe.Onvoit immédiatementue
plusla courlure estimportanteetplus P seragrand.

FIG. 6.7—ThéorémealeLaplace

Loi deLaplace(démonstratioenannee) : Lorsqu'unemembrandiquide em-
fermeungaz,il existeunesurpressioentrel'intérieur etl'extérieurdonnéegoar
laloi :

1 1 . :
P =2 (= + =) pouruneinterfacegaz liq gaz
Ri Ry

1 1 : .
P = (=— + —)pouruneinterfaceliq gaz
Ri Rz
oUR; etR; sontlesrayonsde courhure principauxdela membrane
Ordredegrandeur : pourunebulle desaion: R 1cm 2510 3J=m?=> P 10Pa:

pourfaire desgrossesullesil fautfournir beaucoupl'énegie (surfaceimportante)et générer
unefaible surpressior> il fautsoufer toutdoucemenetlongtemps.
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Applications : Danslaloi deLaplace,R; etR, sontlesrayonsde courturesprincipaux.dansle cas
d'une spherecesdeuxrayonssontégauxauxrayondela sphére Ainsi pourunebulle de savon
sphériquda différencede pressiorentrel'intérieur etl'extérieurvaut

4
P = Pint Pext= R

etpourunepourunebulle degazdansun liquide

Ainsi la pressiorestplusimportantedanslespetitesbulles.C'estce qui expliquele phénoméne
demdrissementd'unemousse dansunemoussémoussalebiéreparexemple)le gazcontenu
dansles petiteshulles traversentla membrandiquide (diffusion desgaz a travers les mem-
branes)oursediriger dansles zonesde moinsgrandepressionc'est-a-dire dansles grosses
bulles.Lespetitesbullessevidentdoncdansiesgrossesla mousses'enrichitengrossesulles.
Surface minimale : quandon trempeune structuremétalliquedansune eaude sazon, on ob-
tient unesurfaceminimale (I'interfaceva cherchea minimiserl'énergie super cielle)qui ala
propriétésuivante: sila surfaceestouverte, P = 0etdonc

i + i = 0

Ri Ry
Ondit quela courlure moyenneestnulle. Dansla plupartdescason obtientdeslamesplanes
qui formentunesuriaceminimale(R1; R> ! 1 ). On peutaussiobtenirdeslamesavec deux

rayonsde courluresopposéegexempledela caténoidembservéesurla gure 6.4)

6.2.2 Ascensioncapillaire - loi de JURIN

Description : quandon plongeun capillairepropre(tubeétroitderayonr) dansdel'eau, on obsere
I'ascensiond'une colonned'eaudansle capillairemalgréla pesanteufcf. schémab.2). Cette
ascensiomstd'autantplusimportantequele rayonestpetit.

On peututiliserle théorémele Laplacepourdémonteta loi de Jurin(cf. annee):

_2cos 1
== T

h

ou estl'angle decontact.

Exemple: pourl'eau dansun tubede verreproprel'angle de raccordementaut 0 (I'eau mouille le
tube).Sir = 0;01mm onobtient
21
h= —=-=1;5m
gr
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56 Chapitre 6. Phénomenesle tensionde surface

I'ascensiorestimportantesi le tubeesttrésétroit.
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AnnexeA

Formulair e math matique

A.1 Op rateurs

A.1.1 L'oprateur Gradient

L'opérateurgradient estun opéateurdifférentiel linéaire vectoriel Il s'appliquea unefonctionsca-
laire (champscalairefonction de I'espaceet du temps)et donneun champvectoriel (fonction de
I'espaceetdutemps)ll selit «gradient> ou « nabla» et senote:

A(r ;!t) = gradf (r o = f(r

Par dé nition, I'opérateurgradientesttel quela différentielled'un champscalaireindépendantiu
temps s'exprime commele produitscalairede 'opérateurgradientet du déplacemenin nitésimal :

| |
df ()=t f(r)dr
d'ou lespropriétésuivantes:

LeslignesdechampduchampvectorieI!A = r!f sontperpendiculaireaux surfacesde niveaude
f. | |

Deplusle champA(!f =1 f (!r ) estacirculationconserative. On endéduitquece champest
arotationnelnul (cf. plusloin) :

P! ! ! !
rotA=r ~(rf)="70

Le tableauA.1 donneles différentesexpressiondu gradientdansdifférentssystemesle coordon-
nées.
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58 AnnexeA. Formulair e mathématique

Systémedecoordonnée# grfa;gf =7 f ‘

> a

&

cartésiennes =
> g

8 dz

o

cylindriques =
> g

8 dz.

]

sphériques > g
rsin d'

TAB. A.1 — Expressionglel'opérateur gradientdansdifférentssystémesde coordonnées.
A.1.2 L'oprateur Divergence

L'opérateurdivergenceest un opéiateur différentiel linéaire vectoriel qui s'appliguea un champ
vectorielet qui donneun champscalairell selit « divergence» etsenote:

L ! !
divA(r ;t) = 1 :A(r ;1)

Cettenotationpermetderetenirl'expressiordela divergenceencoordonnéesartésiennes

0 10 1
! s Mo, @y, @
dvA(T ) =@ @ KB Ay K= (kT

Le tableauA.2 donnelesdifférentesexpressionglela divergenced'un champvectorielexprimédans
différentssystémesle coordonnées.

Systémedecoordonnées% div!A -r A
cartésiennes @ @;;yy + @
cylindriques ar) ., ar), @
sphériques Qra) , @A), O

TAB. A.2 — Expressiongle l'opérateur divegencedansdifférentssystémesde coordonnées.

Propriétés:
! [ [ I 1o [ [ [
div(f:}lA) = |:(f|'A) =fr A+ A:r f = fdivA + A:gradf

div(gradf) = t :t f = r 2f = 4 f (oprateur laplacien) La divergenced'un gradientestl'opé-
rateurlaplacien(voir sectionA.1.4)
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A.1.3 L'oprateur Rotationnel

L'opérateun otationnel estun opémateur différentiel linéaire vectorielqui transformeun champvec-
toriel enun autrechampvectoriel.ll selit «rotationneb> etsenote:

! P! ! L
rotA(Cr;t) =r ~A(r ;t)

Cettenotationpermetderetenirl'e xpressiordu rotationnelencoordonnéesartésiennes

0 @1 0 1 0 @A, %y 1
r!ot!A=Ecp—@X E@Ayg %} @*ZX
A @x
@ dy

Le tableauA.3 donnelesdifférentesexpressionglu rotationneldansdifférentssystemesle coordon-
nées.

Systémedecoordonnées% rg!gt A=t AA

> @ @y
, . @ @
cartésiennes N @\« @5;1
" & @x
Q dx dy
N @z @
2 @ @
cylindriques @ @
> @ d
@A) @
3 %B . d =
1 n '
2 rsin ( @@ @ Aﬁs)
Ari 1 rA:
sphériques s =% A
l( @rA ) @A )
r dr d

TAB. A.3 — Expressionglel'opérateurrotationneldansdifférentssystemede coordonnées.

PropriétéS'

rotgradf—| r n (‘r f)= = O Le rotatlonneld un gradlentestnul

roth—r ’\ng)—rf"'A+fr ’\'A—gradf"'A+frotA o
rot(A’\ )I— § |" (A|" )— (r B)A g'r A)B +(B r )A (A:r )B
rotrotA =r AN(r "A)= r (r A) 'r 2A = grad(dlvA) 4 A

A.1.4 L'oprateur Laplacien

L'opérateurlaplacien estun opéiateur différentiel linéaire qui transformeun champvectoriel ou
scalaireenun champde mémenature Cetopérateus'obtientenprenanta divergencedu gradient.l

http ://perso.ensc-rennes.fr/jimmyussel



60 AnnexeA. Formulair e mathématique

selit «laplacien> etsenote:
4 f (!r t)=r °f (!r ;1) (laplacienscalaire)
! ! ! ! !
4ACr D=1 2A00 1) = (r 280Uy + (r ZAy)uy + (r 2Az)u; (laplacienvectoriel)

La notationpermetderetenirl'expressiordu laplacienencoordonnéesartésiennes

@t  @f , of
e @' @

Le tableauA.4 donneles différentesexpressiongdu laplacienscalairedansdifférentssystemesle
coordonnées.

af(rity=r2(rit)=

| Systémedecoordonnéeg 4f = r % |
cartésiennes %fz + %fz %fz
cylindriques 1@@( %)+ 2@5 + %
héri L8(29) + @ g(sin )+ 2 Sh |
sphériques r7@(r @) Tar @(sm @) T @2

TAB. A.4 — Expressionglel'opérateur Laplaciendansdifférentssystéemede coodonnées.

A.1.5 Terme corvectif dansl'acc | ration

|
Le termecorvectif dansl'accélératiord'uneparticulede uide s'écrit(!v T I)!v Expli|cit(|)nslla com-
PosantesuwantOx decetermeen utilisantl'égalité A N (B N C) = (A C)B (A:B)C avec
A = v B = rvxetC— ux.

! I N I ! I ! I ! I
(Vir vi)ux = (VU )r vy VA WwhUuy) = Wl Ve VAT vwhuy) = 2

1! ! I
Er Vy !v’\(r V™1

donc

N A T N ! | ! | ! [ Lov2 o !
(‘vir)v = Er (gt vg+vy) VAT WU+ whuy+r vz ug) =T 7+(rot V)NV

A.1.6 Thorme deladivergence

ZZl Z7Z7Z

|
Adsh = divAd
S \Y

ou S estunesurfacefermée,n unvecteurunitairenormalala surfaceetdirigéeversl'extérieuretV
le volumedélimitéparS.
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A.1.7 Thorme deStokes

I ZZ

1o |1
Acdl = rotA dSh
C s

ou C estun circuit fermé orienté,S une surface quelconques'appuyantsur le contourC et ‘n un
vecteurunitairenormala S dontl'orientation estliée a I'orientation du circuit parla régledu tire-
bouchon.
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AnnhexeB

Inter pr tation ner g tigue du th oreme
de Bernoulli.

Le théorémede Bernoulli exprime tout simplementa conseration del'énergie. Pour x erlesidées
ondonnerauneinterprétatiorénegétigueduthéoremeale Bernoullidansle casoule uide estplongé
dansun champde pesanteur

Considéronsyn tubede courantde sectionin nitésimal (c'est-a-direuneligne de courant)et appli-
quonsle théoremalel'énergie cinétiqueentredeuxinstantsvoisinst ett + dt :

FiG. B.1-Conservatiordel'énergie dansun tubede courant.

X
dE¢ = W

A instantt le systémeétudiéestune portion du tube de courantcomprisentreles sectionsS1(t) et
S,(t). A linstantt + dt la sectionS;(t) s'estdéplacéale v, dt etla sectionS(t) dev,dt. Chaque
surfacebalayele mémevolume( uide incompressible)

d = viS;dt = v,Sodt
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64 AnnexeB. Interprétation énemgétiquedu théoremede Bernoulli.

La variationd'énepie cinétiques'écritdEc = Ec(t + dt) Ec(t) = 3dm(v3 vZ) oudm = d
estlamasséalayéeparle déplacemendu systémelci la conditiond'écoulemenstationnairea été
utilisée.

Le travail desforcesdepression Wy, = PextdV = (P71 P2)d oud estle volumebalayé.
travail desforcesdepesanteur Wy = dEp= dmig(zo z1).

Onendéduitla relation: X X

v v
Pi+ L+ gz1=P,+ 2+ gz
1 > 92 2 5 g7

Ainsi onretroue la conserationdela quantitéP + % + g z. Onpeutdoncdire que:

v2 . . C .
5 représenteineénegie cinétiquevolumique

g z uneénegie potentiellevolumiquede pesanteur

etla pressiorP représenteineénegie potentiellevolumiqueassociéauxforcesde pression.
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AnnexeC

D monstrations du th oreme de Laplace
etdela loi de Jurin.

C.1 Thorme delaplace

Revenonssur la gure du g 6.2.1.La force de tensionsuper cielle qui s'exercesur I'élément de
surfacevaut
d = 2f1sin + 2f,sin

Or, lesanglessontliés auxrayonsde courtures:

Sin 2R;
. _ dy
Sin = 2R,

etlesforcessontliéesala tensionsuper cielle par

f1 = dy
f2 = dx
cequidonne
1 1
d = R, + R, dxdy

Cetteforcedoit étrecontrebalancéparuneforcede pression
d = Pdxdy

D'ou I'on endéduitla loi deLaplace:



66 AnnexeC. Démonstrationsdu théorémede Laplace et dela loi de Jurin.

formule quel'on peututiliser s'il y a uneseuleinterface (par exempledansle casd'une bulle d'air
dansun liquide). Lorsquel'on esten présenceal'une doublelame (par exempleunelamede sa/on
dangl'air présentaleuxinterfaces)il fautajouterunfacteur2. Danscecasla formuledevient

p-2 1,1
Ri Rz
12112?)‘:\1‘
RS

FiG. C.1-ThéorémaleLaplace

C.2 Loi deJurin

On peututiliserle théoremeale Laplacepourdémonteta loi de Jurin.En effet considéronsinterface
liquide raccordéela paroidutubeavecunangle . L'équilibre estle résultatdela compétitionentre
le poidsdela colonnedeliquide etla tensionsuper cielle.Onnoter le rayondutubeeth la hauteur
capillaire.faisonsun bilan desforces:

le poidsdela colonnedeliquide vautP r’hg.

la forcedetensionsuper ciellepeutsecalculeral'aide delaloi deLaplace: I'air étantala pression
Po la pressiomui regnedansle liquide aupointle plushautvautPq Paec P = % OUR est
le rayonde courlure del'interface.Soit  I'angle deraccordementSi = 5, l'interfaceestplane
eth = 0.

Si < 5 le hautdela colonneestendépressior>h > 0

Si > 5 le hautdela colonneestensurpressioF>h < 0

de maniéregénéralele rayonde courlurevautR = —L— et P = 25 | 3 force de pression

COs r )
vautdoncF, = P r2=2r cos.
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C.2. Loi de Jurin 67

Fic. C.2—Ascensiortapillaire.

I'équilibre desforcesdonne:
h= 2%% (loi deJurin)

La hauteurd'ascensiorestinversemenproportionnelleaudiamétredestubes
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AnnexeC. Démonstrationsdu théorémede Laplace et dela loi de Jurin.
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AnnexeD

Diagramme de Moody

Le diagrammeale Moody permetde connaitrde coefcient depertedechagerégulieref enfonction
dunombrede Reynoldset du coefcient derugositérelative =D .

FiG. D.1- Diagrammede Moody

69



