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Chapitr e 1

Cin�matique des¯uides

Danscechapitre,nousallonsétudierle �uide et sonécoulementindépendammentdesforcesrespon-

sablesdecetécoulement.

1.1 L'�tat ¯uide

1.1.1 Propri�t�s d'un ¯uide

L'état �uide caractériseun étatdela matière.Lesliquides,lesgazainsiquelesplasma(gazdeparti-

culeschargées)ont lespropriétésd'un �uide. Pourdécrirel'état �uide adoptonsdeuxpointsdevue:

point devue macroscopique: Un �uide estunsystèmedéformablesansformepropre.

� L'état liquide : les liquidessontdes�uides trèspeucompressibleset ont doncun volumepropre.

En premièreapproximationonpourraconsidérerla massevolumiqueinvariable:

Approximation: � � constante

cequi revientàconsidérerquela compressibilitéainsiquele coef�cient dedilatationestnulle :

� T = �
1
V

@V
@P

�
�
�
�
T

=
1
�

@�
@P

�
�
�
�
T

� 0Pa� 1

� =
1
V

@V
@T

�
�
�
�
P

= �
1
�

@�
@T

�
�
�
�
P

� 0K � 1

Bien sûr, cesgrandeursne sont pasnulles mais faibles.On retiendraque rigoureusement� =

� (T; P) et � T = � T (P; T) maisquepour de faiblesvariationsde pression(quelquesbar) et de

faiblesvariationsde température(100� C) la massevolumiqueest quasiconstante(sauf si l'on

passeparunetransitiondephase).
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6 Chapitr e 1. Cinématiquedes�uides

Exemple: pourl'eau la compressibilitévaut� T � 4; 4:10� 10 Pa� 1 à20� C. Celasigni�e qu'il faut

augmenterla pressionde227barspourvoir la massevolumiqueaugmenterde1%.Lesliquidesont

un coef�cient de dilatationtrèsfaible (� � 1
T ). Quandon en tient compteon considèresouvent

que� � constante. Parexemplele mercure� � 16:10� 5 K � 1 à6000atmetà283K.

� Les gaz : à l 'inversedesliquides, les gazsont très compressibles(� = � (P; T)). Pourun gaz

parfait, ona :

Approximationdu gazparfait : � T =
1
P

ce qui signi�e qu'il suf�t d'augmenterla pressionde 1% (c'est-à-direde 10 mbar, si on està la

pressionatmosphérique)pouraugmenterla massevolumiquede1%.

Point de vue microscopique: Fondamentalement,un �uide secaractérisepar l'absenced'ordre à

longueportée(contrairementauxcristaux)et par l'existenced'un chaosmoléculaire (contrairement

auxsolides).Certainssystèmespeuventprésenterunordreàlongueportéesuivantuneseuledirection;

c'est le casdescristauxliquidesparexemple.

� Lesgaz: dansungazlesparticulesinteragissentpeu,l'énergieestavanttoutcinétique.lesdistances

inter-atomiquessontgrandescequi expliquequ'on puissecomprimerlesgaz.

� Lesliquides : dansunliquidelesinteractions(l'interactiondeVanderWaals,la liaisonshydrogène,

l'interactionélectrostatiquedansunesolutionélectrolytiqueetc...) jouentun rôleclé.L'interaction

esttelle quelesmoléculessontquasiencontactcequi explique le caractèrequasi-incompressible

desliquides.

1.1.2 Le mod�le continu

Avant toutechose,on doit sedonneruneéchelle de description. L'échellemacroscopiquen'est pas

adaptéenotammentparcequele �uide n'est passolide(systèmequel'on peutdécriredanssonen-

sembleàl'aide duvecteurrotationetduvecteurvitesseducentred'inertie).À l'échellemicroscopique

lesgrandeursvarientdefaçondiscontinueet imprévisible(cf. Physiquestatistique).On décidealors

de décrirele �uide à uneéchelleintermédiaireentrel'échelle microscopiqueet macroscopique: on

parled'échellemésoscopique.

On considère,autourd'un point M , un volume � � , petit par rapportà l'échelle macroscopiqueet

grandparrapportà l'échellemicroscopique.Typiquementun volumede1 �m 3 convient.Cevolume

contientun grandnombrede particulesce qui permetde dé�nir desgrandeursmoyennesqui elles

vont évoluerdefaçoncontinu.Ondé�nira alorsdesgrandeursmoyenneslocales:

� La massevolumiquelocaleenM : � (M ; t) = � m
� � , où � m estla massedel'ensembledesparticules

dans� � , à l'instant t.

� lavitessemoyennelocaleenM :
� � � !
v(M ) = < �!vi > où�!vi estlavitessed'uneparticulemicroscopique

dans� � à l'instant t.

c
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1.2. Description d'un �uide 7

l

l

�chelle microscopique
Monde fluctuant et al�atoire

N mol�cules�chelle m�soscopique
lissage des fluctuations
par un effet de moyenne locale 

L >> 

v(M,t)
M

(M,t)m

particule de fluide

Fluide

a >>

FIG. 1.1– Modèlecontinudu �uide.

On donneauvolume� � le nomdeparticule de �uide à nepasconfondreaveclesparticules(molé-

cules,ions,...).

Remarques :

1. quandon parledela vitessev enmécaniquedes�uide, on parledela normedela vitessedela

particulede�uide. Pourun �uide aurepos,on a v(M ) = 08M 2 
uide maisla moyennede

la normedela vitessedesparticules(atomes,moléculesetc...)estdifférentedezéro!

2. Un milieu peutêtreconsidérécontinusi le libre parcoursmoyen� desmoléculesestpetitdevant

la taille caractéristiqueL dusystèmeétudié.Ondé�nit le nombredeKNUDSEN

K n =
�
L

� 1

LorsqueK n n'est paspetit devant 1, le modèlecontinudevient faux, il faut alorsutiliser les

conceptsdephysiquestatistique.

1.2 Description d'un ¯uide

1.2.1 Description de Lagrange

Considéronsuneparticulede �uide P, placéenM 0(x0; y0; z0) à l'instant t0. Dansla descriptionde

Lagrange,on suit le mouvementd'une particulede �uide. Par exemple,la particulede �uide dont il

estquestionprécédemment,seraen M (x; y; z) à l'instant t. On peutdéterminerla trajectoirede la

http ://perso.ensc-rennes.fr/jimmy.roussel



8 Chapitr e 1. Cinématiquedes�uides

xu

zu
yu

x 0 y 0 z 0

O

x

y

z

Trajectoire

M(x,y,z) � l'instant t

M(    ,    ,     )

0instant  t

(a) Visualisationde la trajectoiresdespar-
ticulesautourd'un obstacle

FIG. 1.2– Trajectoire d'uneparticulede�uide.

particulede�uide si l'on connaîtlesfonctions:

8
><

>:

x = x(x0; y0; z0; t)

y = y(x0; y0; z0; t)

z = z(x0; y0; z0; t)

La vitessedela particules'écrit :

�!v (P) =

0

B
@

vx

vy

vz

1

C
A =

0

B
@

@x
@t
@y
@t
@z
@t

1

C
A

DescriptiondeLagrange=> Trajectoiredesparticulesde�uide

Observation expérimentale: On utilise destraceurs(colorantsou fumées)et l'on prendsunephoto

avecun long tempspose(cf. �gure 1.2).

1.2.2 Description d'Euler

L'approched'Euler estàmettreenparallèleavecl'approchedeMaxwell enélectromagnétisme.Dela

mêmemanièrequel'on dé�nit le champélectromagnétiqueentout point de l'espace,à un instantt,

ici, on va considérerle �uide danssonensembleà l'instant t. On dé�nit enchaquepoint du système

lesgrandeurs: � (x; y; z; t), P(x; y; z; t) ; �!v (x; y; z; t) etc...Ainsi,à un instantt, on peutreprésenter

c
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1.2. Description d'un �uide 9

leschampsscalaires(� et P) à l'aide d'iso-surface(iso-bareset iso-densité),et leschampsvectoriels

(vitesseet accélération)à l'aide deslignesdechamp.

Notion de ligne decourant : Unelignedecourantestunelignedechampduvecteurvitessec'est-à-

dire unecourbetangenteentout point M (x; y; z) à �!v (x; y; z; t) à l'instant t. L'ensembledeslignes

decourantpeutévolueraucoursdutemps.L'équationdela lignedecourants'obtientenrésolvantles

équationsdifférentiellessuivantes:
dx
vx

=
dy
vy

=
dz
vz

Descriptiond'Euler => Lignedecourant

Toutesleslignesdecourantqui s'appuientsurunecourbeCferméeconstituentun tubedecourant.

y

x

M (x  , y  , z  , t)1 1 1

M (x  , y  , z  , t)2 2 2

Lignes d'�coulement
� l'instant t

(a) Ligned'�coulement(effetMagnus). (b) Visualisationdeslignesde courant au-
tour d'un disque

FIG. 1.3– Notiondelignedecourant.

! Attention ! Un ligne de courant n'est pasforcémentune trajectoir e d'une particule de �uide.

Observation expérimentale: Onutilisedesparticulesré�échissantesquel'on photographieavecun

court tempsde pose.On a accèsainsi à dessegmentsbrillants qui donnentle sensde la vitesseen

différentspointscequi permetdereconstituerla carteduchampdevitesse.

1.2.3 R�gimes d'�coulement

Régimestationnaire : la vitessenedépendpasexplicitementdu temps: @�!v (x;y ;z;t )
@t =

�!
0 . Attention

cela ne signi�e pasquela particule n'est pasaccéléré! Celasigni�e simplementqueles lignesde

http ://perso.ensc-rennes.fr/jimmy.roussel



10 Chapitr e 1. Cinématiquedes�uides

courantsn'évoluentpasaucoursdu temps.

En régimestationnaire, unelignedecourant estaussiunetrajectoire etvice-versa!

Régimelaminaire: Ouvrezlentementunrobinetetremarquez,qu'àfaibledébit,l'écoulementsemble

régulier: le �uide s'organiseen �lets. On peutalorsdécrirel'écoulementcommeunesuperposition

de�lets ou decouchesglissantlesunssurlesautres.

Régime turb ulent : Lorsquel'on ouvre le robinetau maximum,la vitessed'écoulementvarie de

façonerratiquedansl'espaceet le temps.Dansce cas,les lignesde courants'entremêlentde façon

complexe et chaotique.

1.2.4 Acc�l�ration d'une particule de ¯uide

Suivantl'approchequel'on choisit,l'accélérationnes'exprimepasdela mêmefaçon.

ApprochedeLagrange: Si l'on connaîtla trajectoiredela particulegrâceàla positiondela particule

de�uide P : 8
><

>:

x = x(x0; y0; z0; t)

y = y(x0; y0; z0; t)

z = z(x0; y0; z0; t)

Onobtientl'accélérationsimplementenécrivant:

�!a (P) =

0

B
@

ax

ay

az

1

C
A =

0

B
@

@2x
@t2

@2y
@t2

@2z
@t2

1

C
A

Approched'Euler : Ici, on neconnaîtpasla trajectoiredela particulemaissimplementle champde

vitesseeulérien�!v (x; y; z; t). On chercheà exprimerl'accélérationd'uneparticuleenfonctiondece

champdesvitesses.

À l'instant t + � t, la particulepossèdeunevitesse�!v (x+ vx � t; y+ vy � t; z+ vz� t; t + � t):L'accélération

s'écrit

�!a = lim
� t ! 0

�!v (x + vx � t; y + vy � t; z + vz� t; t + � t) � �!v (x; y; z; t)
� t

=
d�!v
dt

�
�
�
�
ensuivant la particule

=
D �!v
D t

Où, D �!v
D t représentecequel'on appellela dérivéeparticulaire.

Ainsi, l'accélérationsuivantx s'écrit

ax =
@vx

@t
+

@vx

@x
vx +

@vx

@y
vy +

@vx

@z
vz =

@vx

@t
+ (�!v :

�!
r )vx

c
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1.3. Conservation de la masse 11

defaçoncompacteon a

Accélération: �!a =
D �!v
D t

=
@�!v
@t

+ (�!v :
�!
r )�!v

Le premiertermeestlié aucaractèrenonpermanentdel'écoulementalorsquele deuxièmetermeest

lié à la variationspatialedela vitesse; on l'appelle le termeconvectif.

Demanièregénérale,quandonsuitl'évolutiond'unegrandeurG(t) associéeàuneparticuleonaccède

àsavariationtemporellepar:
DG
Dt

=
@G
@t

+ (�!v :
�!
r )G

Remarque : Onutiliseraparla suitel'approched'Euler.

1.3 Conservation de la masse

1.3.1 Vecteurdensit� de mati�r e

Onchercheàexprimerla massequi traverseunesurface(S) lorsd'un écoulement.

Pourcela, imaginonsun cylindre in�niment petit de basedS et de génératrice�!v dt. Calculonsla

massedm traversantcetteélémentde surfacependantla duréedt. Les particulessituéesdansle

cylindre représentésur la �gure 1.4, traversenteffectivementla sectiondu cylindre pendantla durée

dt. Onadonc

dm = � dtdS�!v :�!n

a

vdt

v

n

v

dS

avolume : dS.v.dt.cos(  )

FIG. 1.4– Calculdudébit.

http ://perso.ensc-rennes.fr/jimmy.roussel



12 Chapitr e 1. Cinématiquedes�uides

Débit massique : Le débitmassiqueQm mesurela massequi traversela surfaceSparunitédetemps

(unité: kg:s� 1) :

Qm =
ZZ

(S)

dm
dt

=
ZZ

(S)
� �!v :�!n dS

Pourunesurfacefermée:

Qsortie
m =

I

(S)
� �!v :dS�!n

où Qsortie
m estle débitmassiquesortantsi �!n estdirigé versl'extérieur(conventionmathéma-

tique).

Débit volumique : le débit volumiqueQV mesurele volumede �uide qui traversela surfaceS par

unitédetemps(unité: m3:s� 1) :

QV =
ZZ

1
�

dm
dt

=
ZZ

(S)

�!v dS�!n

Densitédecourant : onappellevecteurdensitédecourant dematière le vecteur:

�!
j = � �!v

Le débitmassiqueestdoncle �ux du vecteurdensitédecourantdematière.

Remarques:

1. En électricitéle courantélectrique(débit de charge) est le �ux du vecteurdensitéde courant

électrique
�!
j q = � l

�!v où � l estla densitévolumiquedecharge.

2. Pourtout phénomènedetransporton peutdé�nir un vecteurdensitédecourantqui obéità une

relationdeconservationanalogueàcellequel'on vavoir dansle paragraphesuivant.

1.3.2 Équation decontinuit�.

La masseseconservant,celasetraduitparuneéquationdeconservationdela masse,diteaussi«équa-

tion decontinuité» .

Prenonsunsystèmeouvert devolumeconstantV , entouréparunesurface�cti ve (S).

Soit M (t) la massecontenuedans(S) à l'instant t. Cettemassevariesi le débitmassiqueentrantest

différentdu débitmassiquesortantcequi modi�e la massevolumiquedu système(S) :

M (t) =
ZZZ

(V )
� (x; y; z; t)dxdydz

dM (t)
dt

=
ZZZ

(V )

@�
@t

dxdydz = �
ZZ

(S)
� �!v dS�!n

c
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1.3. Conservation de la masse 13

Lignes de courant

v

(S)

n 

dS

FIG. 1.5– Conservationdela masse.

D'aprèsle théorèmedela divergenceon obtient:

ZZZ

(V )
(div (� �!v ) +

@�
@t

)dxdydz = 0 8 V

d'où l'équationdecontinuité:

Équationdecontinuité: div(� �!v ) +
@�
@t

= 0

1.3.3 Casdes¯uidesincompressibles

Rappelonsquepourun �uide incompressible,la massevolumiqueestconstante.Celaconcernedonc

lesliquidesainsiquelesécoulementsgazeuxdontla vitesseesttrèsinférieureà la vitessedusondans

cegaz.

Si la massevolumiqueestconstante,l'équationdecontinuitésesimpli�e :

div�!v = 0 )
I

(S)
�!v dS�!n = 0

la vitesseestà �ux conservatif.

Conséquences:

� Dansle casd'un tubedecouranton a le débitvolumiqueQv =
RR�!v dS�!u qui seconserve :

Qv entran t = Qv sortant

http ://perso.ensc-rennes.fr/jimmy.roussel



14 Chapitr e 1. Cinématiquedes�uides

D�bit massique entrant = d�bit massique sortant

2
uu 1

(S )

Tube de courant

1

(S )
2

FIG. 1.6– Conservationdu débitdansun tubedecourant.

� Si l'on dé�nit la vitessemoyennedansle sectionSpar:

�v =
1
S

ZZ
�!v :�!u dS

Onobtient

�v1S1 = �v2S2

Ainsi, dansun tubedecourant,le resserrementdeslignesdecourantprovoqueuneaugmentation

dela vitessemoyenne.

c
 JimmyRoussel



Chapitr e 2

Dynamiquedes¯uidesNewtoniens

L'objectif de la dynamiqueestde relier l'écoulementaux actionsqui lui donnentnaissance.L'ap-

procheestdetypemécanique: On fait un bilan desforcess'exerçantsuruneparticulede�uide puis

on appliqueleslois dela mécaniqueclassique.

2.1 Bilan desforces

Ondistinguedeuxtypesdeforces:

� Il y a les forcesdecontactentreparticulede �uide quel'on appelleraforcesinternes.Il s'agit de

forcesdesurface.

� Le �uide estégalementsoumisà desforcesdont l'origine estextérieureau �uide (existenced'un

champdepesanteur, champélectriqueetc...).Onparleradeforcesextérieures.

2.1.1 Forcesdepression

Pression : La forcequi s'exercesurun élémentdesurfacedS in�niment petit, peutsedécomposer

enunecomposantnormaled
�!
Fn et tangentielled

�!
Ft . Le rapport�!� =

�!
dF
dS désignela contrainte.

Onadmettraque:

1. Pourun �uide aurepos,la contrainteestnormale(sinon,cen'estpasun �uide).

2. Cettecontraintes'appellela pressionet senoteP(M ).

d
�!
Fn = � P(M ):dS:�!n

où �!n estun vecteurunitaireorientéversl'extérieur(cf. schéma).

15



16 Chapitr e2. Dynamiquedes�uides Newtoniens
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1

FIG. 2.1 – Forcesdepressions'exerçantsur un volumein�nitésimal de �uide. Sur les trois faces,la
pressionprendla mêmevaleur.

3. La pressionestun scalairequi nedépendpasdel'orientationdela surface! Parexemple,

si l'on mesurela pressionsur les 4 facesdu tétraèdrein�nitésimal, on trouve la même

valeur.

4. Unités: uneanalysedimensionnellemontrequela pressionest la dimensionsuivante:

[P] = [M L � 1T � 2]. Dansle SystèmeInternationald'unités, la pressions'exprime en

Pascal(pa).

1Pa = 1N:m� 2

Onretiendralesautresunitéssouventutilisées:

Unité Équivalenceenpascal

Bar 1 bar= 105 Pa
atmosphère(atm) 1 atm=1; 013105Pa

torr (mm Hg) 1 torr = 1 mm Hg = 133; 3Pa

TAB. 2.1– Unitésdepression.

Origine de la pression : La pressionestle résultatdeschocsmoléculairessurla surfaceet de

l'interaction à courteportée(interactionde Van Der Waalset liaisonsH) desmolécules

voisinesdela surface.

� Casdesgaz: Si la pressionestfaible,onpourraconsidérerle gazparfait. Onauradonc,

ApproximationdesGazParfaits: P � nRT
V

Il s'agit dela pressioncinétique(cf. Physiquestatistique).

� Casdesliquides: Dansun liquideP = Pcin � Pm oùPm représentela pressionmoléculaire

dueauxinteractionsinter-particules.Pourl'eau à températureambianteon a Pcin � Pm �
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2.1. Bilan desforces 17

1300atm !

2.1.2 Forcevolumique associ�eaux forcesdepression

Calculonsla résultantedesforcesde pressionqui s'exercesur un petit cubede �uide de volume

in�nitésimal d� = dxdydz. Pourle calcul on supposeradansun premiertempsquela pressionne

dépendquedela variabley . Danscecas,la résultantedesforcesdepressionestsuivantOy. Calculons

y

z

x

P(x,y+dy/2,z)
P(x,y�dy/2,z)

P(x,y,z+dz/2)

P(x,y,z�dz/2)

M(x,y,z)

Parall�l�pip�de de volume dxdydz

FIG. 2.2– Bilan desforcesdepressionsuruneparticulede�uide dansle casoùla pressionnedépend
quedela coordonnéey.

cettecomposante:

Fy = dxdz[P(x; y �
dy
2

; z) � P(x; y +
dy
2

; z)]

Fy = dxdz[P(x; y; z) �
dy
2

@P
@y

(x; y; z) � (P(x; y; z) +
dy
2

@P
@y

(x; y; z))] = �
@P
@y

d�

Si maintenant,noussupposonsquela pressionvarieavec les trois coordonnéesde l'espace,le bilan

desforcesfait apparaîtretroiscomposantes:

�!
F = Fx

�!u x + Fy
�!u y + Fz

�!u z = �
�!
r Pd�

Lesforcesdepressionsuper�ciellessontdoncéquivalentesà uneforcevolu-

miquedepression

Forcevolumiquedepression:
�!
f p = �

�!
r P

http ://perso.ensc-rennes.fr/jimmy.roussel



18 Chapitr e2. Dynamiquedes�uides Newtoniens

Remarque : la résultantedesforcesvolumiquess'exerçantsur un volumeV s'écrit formellement
�!
F =

RRR
V

�!
f pd� .

2.1.3 Notion deviscosit�

Nousavonsvu quela contraintequi s'exercesur unesurfacein�nitésimale dansun �uide estnor-

maleà la surfacelorsquele �uide estau repos.Lorsqu'il y a écoulement,la contraintepossèdeune

composantetangentielleliéeà la viscosité.

Expériencede Couette : Considéronsdeux cylindres coaxiauxde rayonspeu différents,l'espace

annulaireétantrempli du �uide à étudier. Si le cylindre extérieur est entraînéà une vitesse

angulaire! ; on constatequele cylindre intérieursemetà tournerà la mêmevitesse.Pourque

le cylindreextérieurreste�x e il fautlui appliqueruncouplederappelavecun �l detorsion.Le

�l tournealorsd'un angle� proportionnelà la vitesseangulaire.

w

Fil de torsion

Fluide visqueux

a

FIG. 2.3– ExpériencedeCouette.

Cetteexpériencetraduit l'existencedeforcestangentielles.L'expériencepermetdemesurerla

contraintetangentielle(forceparunitédesurface)quele �uide exercesurle cylindre intérieur.

On trouve

� /
v
e

où v estla vitesselinéaireducylindreextérieuret l'épaisseurdel'espaceinter-cylindrique.

Viscosité : La viscositéestliée auxcontraintesdefrottementsqui apparaissentdèsqu'il y a écoule-

ment.Pourun �uide dit newtonien,deviscosité� , la contraintetangentiellequ'exerceun�uide

c
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2.1. Bilan desforces 19

surun élémentdesurfacedS s'écrit :

Dé�nition dela viscosité: � yx = dF t
dS = � dvx

dy

où � yx est la contraintes'exerçantsuivant la directionx le long d'une surfacenormaleà la

directiony. Le gradientlatéraldevitesses'appelleaussivitessedecisaillement(cf. �gure 2.4).

y

x

vitesses
profil des

�������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������

�coulement laminaire

dv
dy

t   = hyxt   = -
yy P

contrainte normale
contrainte tangentielle

FIG. 2.4– Notiondeviscosité.Représentation descontraintesquele �uide exercesurla surfaceOxOz.

La constantedeproportionnalité� désignela viscositédu �uide.

Unité : la viscositésemesure,dansle SystèmeInternationald'Unités,enpoiseuilleenhommageà

Jean-LouisMariePoiseuille1 ou enPascal.seconde(Pa.s.).

Fluide(20� C, 1 atm) Viscosité(Pa.s.)

Eau(liq) 1; 00610� 3

Huile moteur(liq) 0; 3
Glycérinepure(liq) 0,8

Mercure(liq) 1; 56:10� 3

vapeurd'eau(gaz) 9; 7:10� 6

Air sec(gaz) 18; 2:10� 6

TAB. 2.2– Quelquesvaleurs deviscosités.

évolutionavecla pressionet la température: Engénéral,la viscositévariepeuavecla pression.

Pourla températureil fautdistinguerlesgazet lesliquides.

� � / eb=T pourlesliquides.La viscositédiminuequandla températureaugmente.

� � /
p

T pourlesgaz.La viscositéaugmentequandla températureaugmente.

1Jean-LouisMarie Poiseuilleestn� le 22 avril 1797.Il est�l�v e del'�cole Polytechniqueavantd'�tudier la m�decine.
Les recherchesdePoiseuilleconcernentprincipalementl'application deslois physiques� la physiologie.Lesplusconnus
portentsurl'h�modynamique,c'est-�-dire la circulationsanguine.

Dansla lign�e decestravaux,Poiseuilled�gageuneloi surl'�coulement des¯uidesvisqueuxdansdestubescapillaires.
Admisen1842parl'Acad�mie dem�decine,il s'�teint en1869� Paris.

http ://perso.ensc-rennes.fr/jimmy.roussel



20 Chapitr e2. Dynamiquedes�uides Newtoniens

Remarque : Il existedes�uides non newtonienspour lesquelsla viscositédépendde la vitessede

cisaillement.

2.1.4 Forcevolumique associ�eà la contrainte visqueuse

Nousne démontreronspasla formule généralequi donnele bilan desforcesvisqueusess'exerçant

sur uneparticulede �uide. L'expressionesten généralassezcompliquée.Elle sesimpli�e dansle

casdes�uides newtonienset incompressibles.Nous prendronsun exemplepour faire le calcul et

généraliseronsle résultat.

On traite l'exempled'un écoulementunidimensionnelincompressible�!v = v(y)�!u x . On remarque

ici quediv�!v = 0 cequi impliquequele �uide estincompressible.

y

x

vitesses
profil des

�

�

�

�

�

�

�

�

�������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������

M(x,y,z)

(y+dy)t

t (y)

FIG. 2.5– Bilan deforcesdeviscositésurun élémentde�uide.

Le bilandeforcequesubitla particuledela partdu �uide s'écrit :

�!
dF = �

�
@v
@y

(y + dy) �
@v
@y

(y)
�

dxdz�!u x = �
@2v
@y2 d� �!u x

cetteformulesegénéralise:

Forcevolumiquedeviscosité:
�!
dF =

�!
f � d� = �

��!
4 vd�

où
�!
4 estl'opérateurlaplacienvectoriel.

Rappel : Le Laplacienvectoriels'exprimecommesuit :

��!
4 A = 4 Ax

�!u x + 4 Ay
�!u y + 4 Az

�!u z

Remarque : Si le �uide n'estpasincompressible,l'expressiondela forcevolumiquedeviscositéest

pluscomplexe.
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2.2. L'équation de Navier-Stokes. 21

2.1.5 Forcesext�rieur es

Considéronsuneparticulede �uide devolumed� . Cetteparticulesubitdela partdu �uide qui l'en-

toureles forcessuper�ciellesquesont les forcesde pressionet de viscosité.En plus de cesforces,

d'autresforcesd'origine extérieureau�uide agissentsurchaqueparticulede �uide. Cesforcessont

proportionnellesauvolumedela particulede�uide ets'écriront:

�!
dF =

� � !
f ext d�

Exemples : Donnonsquelquesexemplesdeforcesvolumiquesextérieures.

� pourun �uide plongédansunchampdepesanteur, on a
�!
f ext = � �!g .

� pourunplasmabaignantdansunchampélectromagnétiqueona
��!
f ext = � l (

�!
E + �!v ^

�!
B ).

� lesforcesd'inertie (si le référentield'étuden'estpasGaliléen):
��!
f ext = � � (�!ae + 2

�!

 ^ �!v )

2.2 L'�quation de Navier-Stokes.

2.2.1 L'�quation de Navier-Stokes.

Considéronsuneparticulede �uide de massedm, et appliquonsle Principe Fondamentalede la

Dynamique :

dm
D�!v
D t

= �
�!
r Pd� +

��!
f ext d� + �

��!
4 vd�

sachantquedm = � d� on obtientla relationfondamentaledes�uides newtoniens.

�
D �!v
D t

= �
�!
r P +

��!
f ext + �

��!
4 v

c'est l'équationdeNavier-Stokesquel'on peutécriresousla forme:

ÉquationdeNavier-Stokes: � ( @�!v
@t + (�!v :

�!
r )�!v ) = �

�!
r P +

��!
f ext + �

��!
4 v

On remarquequ'elle estnon linéaireà causede la présencedu termeconvectif ( �!v :
�!
r )�!v ; c'est ce

qui rendlesproblèmesdemécaniquedes�uides mathématiquementredoutables...

2.2.2 R�soudre un probl�me dedynamiquedes¯uides.

Distinguonsdeuxcas:

� le �uide estincompressible(� � constante ) :

le problèmeprésenteici 4 inconnuesscalaires: le champdepressionP(x; y; z; t) et le champdes

http ://perso.ensc-rennes.fr/jimmy.roussel



22 Chapitr e2. Dynamiquedes�uides Newtoniens

vitesses(3 composantes)�!v (x; y; z; t). Il faut donc4 équations! l'équation de Navier-Stokes en

donne3. La quatrièmeestdonnéeparl'équationdecontinuitédiv �!v = 0.

� le �uide estcompressible(gazenécoulementrapide):

la massevolumiquepeut varier sousl'ef fet de la pressionmais aussisousl'ef fet de la chaleur.

En généralle �uide possèdeuneéquationd'état locale� (P(x; y; z; t); T(x; y; z; t)) . le problème

présentedonc 6 inconnuesscalaires: le champde pressionP(x; y; z; t), le champdesvitesses

(3 composantes)�!v (x; y; z; t) le champ� (x; y; z; t) et la températureT(x; y; z; t). Il faut donc

6 équations! l'équation de Navier-Stokes en donne3, la quatrièmeestdonnéepar l'équation de

continuitédiv(� �!v ) + @�
@t = 0, la cinquièmeparl'équationd'étatdu �uide � (P; T) et la cinquième

parle premierprincipedela thermodynamique.Danscecasunebonnemodélisationdestransferts

thermiquesestnécessairescequi rendle problèmetrèsardu.

exemple: étudieruneétoileou la combustiond'une�amme nécessiteces6 équationsetsurtoutdes

grosordinateurs...

� Conclusion: onestsouventamenéàapprocherdessolutionsennégligeantdestermesdel'équation

deNavier-Stokespoursefocalisersurle phénomèneessentiel.

2.2.3 Approximations

La complexité provient essentiellementdela présence,dansl'équationdeNavier-Stokes,d'un terme

non linéaire - le termeconvectif - et d'un termedu secondordre - le termede viscosité.Dansde

nombreuxcas,on peutnégligerl'un desdeuxtermesdevant l'autre. On dé�nit alorsun facteursans

dimension,qui estimel'importancedu termeconvectif devant le termede viscosité: Si l'on note

d la distancecaractéristiquede l'écoulement,v la vitessetypiquede l'écoulement,� est la masse

volumiquemoyennedu �uide et � la viscosité,le facteur

�
�
�
�
�
� (�!v

�!
r )�!v

� �!v

�
�
�
�
�

�
� v2

d

� v
=

�v d
�

= R e

est un nombresansdimensionet s'appellele nombre de Reynolds.Ce nombrejoue un rôle très

importanten mécaniquedes�uides car il permetde classi�er les écoulements.On distinguedeux

typesd'écoulements:

� L'écoulementlaminaire : il correspondà desnombresde ReynoldsR e . 2000. Si R e � 1 on

pourranégligerle termede viscosité(qui ne joueraun rôle clé quesur les bords)et l'on parlera

d'écoulementlaminaire parfait . L'équationdeNavier-Stokesdevient

� (
@�!v
@t

+ (�!v :
�!
r )�!v ) = �

�!
r P +

��!
f ext

il s'agit del' équation d'Euler qui estuneéquationdifférentielledu premierordre.Si R e � 1 on

pourranégligerle termeconvectif devantle termedeviscosité.Onparlerad'écoulementlaminaire

c
 JimmyRoussel



2.3. Conditions aux limites 23

visqueux. L'équationdevient

�
@�!v
@t

= �
�!
r P +

��!
f ext + �

��!
4 v

� L'écoulementturb ulent : il correspondà desnombresde ReynoldsR e & 2000. Dansce cas,le

problèmeétantanalytiquementinsoluble,on utilise souventdeslois phénoménologiquesassociées

àuneanalysedimensionnelle(cf. chapitre5).

2.3 Conditions aux limites

Lesconstantesd'intégrationsedéterminentparlesconditionsauxlimites.

2.3.1 Écoulementparfait

� équationdupremierordrepourla pressionet la vitesse.Il fautdoncdeuxconditionsauxlimites.

� premièrecondition: la composantede la vitesseperpendiculaireestcontinuelors de la traversée

d'uneinterface.

� deuxièmecondition: la pressionestcontinueà la traverséed'uneinterface�uide-�uide dansle cas

où l'on négligela capillarité; sinonil fautappliquerla formuledeLaplace(voir chapitre6).

2.3.2 Écoulementvisqueux

il s'ajoutedeuxconditionssupplémentaires:

� pourun �uide visqueuxunediscontinuitédevitessetangentielleentraîneunecontraintein�ni. La

composantetangentielledoit doncêtrecontinu.Par exemplesur un obstacle�x e dansun �uide

visqueux,la vitessed'écoulementsurla paroidoit êtrenulle.

� la composantetangentielledela contrainteestcontinueentredeux�uides (elleestquelconquepour

uneinterfaceliquidesolide)

http ://perso.ensc-rennes.fr/jimmy.roussel



24 Chapitr e2. Dynamiquedes�uides Newtoniens
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Chapitr e 3

Fluidesen �quilibr e

3.1 Fluide au reposdansun champde pesanteur

Ondit quele �uide estaurepossi il existeunréférentieldanslequel�!v =
�!
0 partout.Onétudiealors

ce�uide dansceréférentiel.

3.1.1 Mise en �quation

Onconsidèreun �uide soumisà la seuleactiondepesanteur:

�!
f ext = � �!g

L'équationdeNavier-Stokesdevient :

�
�!
r P + � �!g =

�!
0

Cequi donne,aprèsprojectionsuivantl'axe Ozdescendant:

Fluideaureposdansunchampdepesanteur: dP
dz = �g

3.1.2 Casdesliquides

Un liquide peut,dansunepremièreapproximation,êtreconsidérécommeun �uide incompressible

=> � � Constante. Danscecas,l'équationprécédentes'intègresansdif�culté :

Liquideaureposdansunchampdepesanteur: P(z) = P0 + �g z

25



26 Chapitr e3. Fluidesen équilibre

Le terme�g z représentela pressiondueaupoidsdela colonnedeliquideà la côtez.

g

forces volumiques de pression

isobares

Surface libre

z

FIG. 3.1– Équilibre d'un liquidedansunchampdepesanteur.

conséquences:

� La surfacelibre (isobareP = Pext ) esthorizontale.

� ThéorèmedePascal: EntredeuxpointsM 1 et M 2 d'un même�uide aureposdansun champde

pesanteur, on a la relationP2 = P1 + �g h où h est la dénivellation entrecesdeuxpoints.Si la

pressionaugmentede� p1 enM 1 alors,la pressionaugmentedela mêmequantitéenM 2 :

� p1 = � p2

Touteaugmentationdepressionsetransmetintégralementdansun �uide (Théorèmedepascal).

– Voir l'expériencedu tonneaudePascal.

– Application: principedela pressehydraulique.

Applications :

� Mesuredepression: Parexemplele manomètreà liquideenU.

� le baromètredeToricelli

3.1.3 Casdesgaz

Lesgazétantcompressibles,il faututiliser l'équationd'étatainsiquelesprincipesdela thermodyna-

miquepourrésoudrele problème.

Prenonsl'exemplesimpled'un gazparfait dontla températureest�xée. Cemodèlepeutserviràtraiter

l'atmosphère(modèledel'atmosphèreisotherme).
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3.1. Fluide au reposdansun champ depesanteur 27

(a) Exp�-
rience du
tonneau de
Pascal

��� �

�����������������������

�����������������������

(b) Principedela pressehydraulique

FIG. 3.2– Conséquencesdu théorèmedePascal.
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28 Chapitr e3. Fluidesen équilibre

Le gazestparfait donc:

� =
M P
RT

La températureestconstanteT = T0 doncl'équationdela statiquedonne

dP
dz

= �
M P
RT0

g

équationdifférentiellelinéaired'ordre1. Sarésolutiondonne

P(z) = P0 exp[�
z
H

]

où H = RT
M g . La pressiondiminuedefaçonexponentielleàpartirdu sol.

Ce modèlegrossierde l'atmosphèreaux bassesaltitudesdonneune hauteurcaractéristiqueH �

8; 4km si l'on prenddel'air demassemolaireM = 29:10� 3kg:mol� 1 etT0 = 288K.

3.1.4 Pouss�ed'Ar chim�de

Traitonsle casd'un solide cubiqued'arêtea immergé dansun liquide (cf �gure) et calculonsla

résultantedesforcesdepression: Lesforcesdepressionhorizontalessecompensent.Par contreles

forcesverticalesnesecompensentpaspuisquela pressionaugmenteavecla profondeur.

g

z

Surface libre

Cube d'arete a

1
P

2P

FIG. 3.3– Pousséed'Archimède.

Onobtient

� = P2S � P1S = �g aS
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3.2. Casgénéral 29

Onobtientuneforceascendanteégaleaupoidsdu volumedeliquidedéplacé.

TH� ORÈME D' ARCHIMÈDE (250 AV.J.C.) : Tout corpsimmergé partielle-

ment ou totalementdansun �uide subit de la part de celui-ci une poussée

verticale,dirigéeversle haut,appeléepousséed'Archimède,dont l'intensité

estégaleaupoidsdu �uide déplacé.

Le point d'applicationdecetteforceestle centredepoussée; il estdifférent,

engénéral,du centredegravité.

Applications :

� �ottaison desbateaux

� ascensiondesballonssondes,

� convectiondela chaleuretc...

3.2 Casg�n�ral

3.2.1 Équation fondamentalede l'h ydrostatique

Nousallonsmaintenantconsidérerle casgénérald'un �uide au reposdansun champde forcesex-

térieurde force volumique
�!
f ext . L'applicationde l'équationde Navier-Stokes donne,à l'équilibre

l'équationdel'hydrostatique:

Équationdel'hydrostatique:
�!
f ext �

�!
r P =

�!
0

3.2.2 Exemple: le liquide en rotation.

Un �acon cylindrique ouvert, contientun liquide de massevolumique� . On fait tournerle �acon

autourdesonaxe avec la vitesseangulaire! . Celiquide n'estpasenéquilibredansle référentieldu

laboratoire.Cependant,aprèsun régimetransitoirequi dépendde la viscositédu liquide, le liquide

tournede façonsolideà la mêmevitesseangulairequele cylindre. Ainsi, dansle référentiellié au

cylindre, le liquideestaurepos.

Bilan desforces : Le référentieln'étantpasgaliléen,il nefautpasoublierlesforcesd'inertie :

� La forcedeCoriolisestnullecarla vitesseestnulle.

� La forced'entraînement(ou forcecentrifuge)vaut
�!
f ie = ��! 2�!u � .

� La forcevolumiquedepesanteurvaut �!p = � �!g
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30 Chapitr e3. Fluidesen équilibre

he
ru

zu

g

h

R

w

Mz r

FIG. 3.4– Cylindre enrotation.

Mise enéquation : L'équationdela statiquedonnedonc

��! 2�!u � + � �!g �
�!
r P =

�!
0

cequi donne:

P(�; z) =
�� 2! 2

2
� �g z + C

La surfacelibre estdoncunparaboloïdederévolution.

Application : Deséquipesdel'Uni versitéLaval, del'Uni versityof British Columbiaet del'Institut

d'astrophysiquedeParis,ontmisaupointun télescopeNomméLargeZénithTélescope(LZT)

dontle miroir primairefait 6 mètresdediamètre.Contrairementauxtélescopesconventionnels

dont le miroir est fait de verre, le LZT a un miroir fait de liquide ré�échissant,du mercure

plus précisémentqui adopteunesurfaceparaboliquepuisquemis en rotationdansunecuve.

Le miroir paraboliqueobtenupermetdefairel'image d'uneétoileaufoyer dela paraboleavec

précision.

La principalelimitation du LZT, et desautresmiroirs liquides,est qu'on ne peut le pointer

ailleursqu'au zénith,sinonle liquide s'échappede la cuvette."Un miroir liquide voit le ciel

commeunepersonne,couchéesurle dos,qui regardedroit au-dessusd'elle sanspouvoir tourner

la têteni bougerlesyeux",expliquele chercheur. Au-dessusdumiroir, uneétroitebandedeciel

dé�le à la vitessedela rotationterrestre.Un astredonnémetenviron uneminuteà traverserle

champdevisiondu télescope.
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FIG. 3.5– Miroir liquidedel'universitéLaval (Canada).

3.2.3 Th�or�me d'Ar chim�de

considéronsun solidedevolumeV immergédansun �uide quelconque.

La résultantedesforcesde pressions'appelle la pousséed'Ar chimède.

�!
� =

ZZZ

V
�

��!
r Pd�

et commeà l'équilibre
�!
f ext �

�!
r P =

�!
0 on obtient:

�!
� = �

ZZZ

V

�!
f ext :d�

TH� ORÈME D' ARCHIMÈDE G� N� RALIS� : Tout corps immergé partielle-

mentou totalementdansun �uide à l'équilibre subitdela partdecelui-ci une

force,appeléepousséed'Archimède,qui estl'opposéede la forceextérieure

quesubiraitle volumede�uide déplacé.
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Chapitr e 4

Th�orèmes deBernoulli - Applications

4.1 �coulement parfait stationnaire incompressible

Nousallonsétudierlesécoulementspourlesquelslesforcesdeviscositéssontnégligeables.Onparle

alorsde�uide nondissipatifou parfait.

4.1.1 Th�or�me de Bernoulli

Le théorèmedeBernoulli énoncéenpremierparDanielBERNOULLI 1, estuneéquationintégralede

l'équationdeNAVIER-STOKES qui exprimela conservationdel'énergie (cf. Annexe).

hypothèses: Le théorèmedeBernoulli danssaformulationclassiquenes'appliquequ'aux écoule-

mentsstationnairesincompressibleset sansviscosité. Onadonc� = constante, @�!v
@t =

�!
0 et

1DanielBernoulli (Groningue9 f�vrier 1700- Bâle17 mars1782)estun m�decin, physicienet math�maticiensuisse.
C'est le ®ls deJeanBernoulli et le neveudeJacquesBernoulli.

Il cultiva � la fois les sciencesmath�matiqueset les sciencesnaturelles,enseignales math�matiques,l'anatomie, la
botaniqueet la physique.Ami deLeonhardEuler, il travaille aveclui dansplusieursdomainesdesmath�matiqueset dela
physique( il partageaaveclui dix fois le prix annueldel'Acad�mie dessciencesdeParis),qu'il s'en®t unesortederevenu.
Lesdiff�rents probl�mesqu'il tenteder�soudre(th�orie del'�lasticit�, m�canismedesmar�es)le conduisent� s'int�resser
et d�velopperdesoutils math�matiquestelsqueles�quationsdiff�rentielles ou less�ries. Il collabore�galementavecJean
le Rondd'Alembertdansl'�tude descordesvibrantes.

Il passequelquesann�es � Saint-P�tersbourg commeprofesseurde math�matiquesmais l'essentielde sa carri�re se
d�roule � l'universit� deBâleo� il enseignesuccessivementl'astronomie,la m�decineet la philosophie.Il fut commeson
p�re, membredesAcad�miesdeParis,deBerlin, deLondreset deSaint-P�tersbourg.

Il publieen1738:
� sonouvrageHydrodynamica(Strasbourg, 1738,in-4) danslequelil exposele th�or�me fondamentaldela m�canique

des¯uidesqui portesonnom: le th�or�me deBernoulli.
� et aussiuneń Th�orie sur la mesuredu risqueÇz, danslaquellele Paradoxe deSaint-P�tersbourg - n� dediscussions

entrelui et sonfr�re Nicolas- fut � la basedela th�orie �conomiqueet ®nanci�redel'aversionaurisque,la primede
risqueet l'utilit�.

33



34 Chapitr e 4. ThéorèmesdeBernoulli - Applications

� = 0. De plus,noussupposeronsquelesforcesvolumiquesextérieuresdériventd'uneénergie

potentielle:
��!
f ext = �

�!
r ep

Parexemple,pourun �uide dansunchampdepesanteuruniforme,ep = �g z.

Mise enéquation : L'équationdeNAVIER-STOKES devientdonc:

� (�!v :
�!
r )�!v = �

�!
r P +

��!
f ext

or (cf. annexe A.1.5) (�!v :
�!
r )�!v =

�!
r v2

2 +
�!
rot �!v ^ �!v d'où l'équation:

� (
�!
r

v2

2
+

�!
rot �!v ^ �!v ) = �

�!
r P + �

�!
r ep

Multiplions l'équation par le déplacementin�nitésimal
�!
dl = �!v :dt le long d'une ligne de

courant ; on obtient:

�!
dl :(

�!
rot �!v ^ �!v ) = 0 = �

�!
dl :

�!
r (P + �

v2

2
+ ep) = � d(P + �

v2

2
+ ep) ligne

THEORÈME DE BERNOULLI : Le longd'unelignedecourant,

P + �
v2

2
+ ep = Constante

Parexemple,dansle champdepesanteuron obtient

P + �
v2

2
+ �g z = Constante

Remarques :

� d'une ligne decourantà l'autre, c'est la valeurdela constantequi change.De plusl'utilisation du

théorèmedeBernoulli exigedeconnaîtrela formedeslignesdecourant.

� la conservation de la quantitéP + � v2

2 + �g z exprime la conservation de l'énergie le long d'une

lignedecourant(cf. annexe) :

– � v2

2 représentel'énergie cinétiquevolumique

– �g z l' énergie potentiellevolumiquedepesanteur

– et la pressionP représentel'énergie potentiellevolumiqueassociéeauxforcesdepression.
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4.1.2 Exemplesd'application

Formule deToricelli :

Considéronsun réservoir cylindriquerempli d'un liquidedanslequelon perceun ori�ce. La formule

deToricelli relie le débitd'écoulementavecla hauteurdeliquideh.

g

h

v0

section s
orifice de 

v

section S

FIG. 4.1– Vidange d'un réservoir.

On feraleshypothèsessuivantes:

� La sectionS ducylindreesttrèsgrandedevantla sectiondel'ori�ce : s � S .

� Onnégligela viscosité(cylindrepastropétroit)

� Onconsidèrele liquide incompressible

� En�n, on considèrequel'écoulementestenrégimestationnaire.

On chercheà calculerla vitessed'écoulementv à la sortie du trou. L'application du théorèmede

Bernoulli surunelignedecourantdonne:

Patm + �g h +
1
2

�v 2
0 = Patm +

1
2

�v 2

Or, v0 � v cars � S d'où :

v =
p

2gh

Onremarqueraquela vitesseàla mêmeexpressionquecelledela chutelibre d'un pointmatérieldans

le champdepesanteur. Le débitvolumiqued'écoulementvautdonc:

QV = sv = s
p

2gh (formuledeToricelli)

Remarques:

� En pratiquecetteformuleestapplicableàconditionqueh soit granddevantla taille del'ori�ce
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36 Chapitr e 4. ThéorèmesdeBernoulli - Applications

� En pratique,le jet desortieestcontractée.La sectionef�cace desortieestdoncpluspetitequela

sectiondel'ori�ce : Si l'on veut tenir comptedecephénomèneil fautremplacers par �s où � est

le coef�cient decontraction.

Effet venturi :

Le tubedeventuriestun tubehorizontalqui présenteunétranglement.Lorsd'un écoulementstation-

naire,la conservationdu débit imposeuneaugmentationdevitesseauniveaudel'étranglementet la

relationdeBernoulli imposealorsunedépressionaumêmeniveau.

Ainsi quandun écoulementrencontreun étranglementil y a dépression; c'est

l'ef fet Venturi.

Conséquences:

� Artériosclérose

� Incidentsmaritimespareffet venturi

� Applications:

– la trompeàeaudeschimistes.

– Le pulvérisateur

Tubede pitot :

Le tubede Pitot permetla mesurede la vitessed'écoulementd'un gazsubsonique(v � cson). On

peuteneffet le considérerincompressibledanscecas.Onpratiquedansun tubeunori�ce deprisede

pressionenA etenB. Le pointA estunpointd'arrêtcarla vitesseestnulle(il n' y apasd'écoulement

dansl'ori�ce , c'est justeuneprisedepression).Loin del'obstacle(le tubedepitot) l'écoulementest

supposéuniformedevitessev etdepressionP0. EnB la pressionvautP0 carlesloisdel'hydrostatique

s'appliquentdansunedirectionperpendiculaireà un écoulementparallèlepermanentincompressible

(cf. exercice).En A (pointd'arrêt),enutilisantla relationdeBernoulli, la pressionvaut

�����������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������

v A

B
Manom�tre

diff�rentiel
Tube de Pitot

FIG. 4.2– TubedePitot.

PA = P0 +
1
2

�v 2
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En B, PB = P0. d'où

v =

s
2(PA � PB )

�

Exemple: Unevitessev = 10m:s� 1 donnenaissanceàunedifférencedepression� P = 60Pa = 0; 6mbar

(l'air à unemassevolumique� � 1; 2kg:m � 3 )

portanced'une aile d'avion : explication qualitati ve (et discutable)

4.2 �coulements irr otationnels

4.2.1 Vecteur tourbillon

Ondit qu'un écoulementesttourbillonnairesi

�!
r ^ �!v 6=

�!
0

partoutou encertainspoints.Ondé�nit le vecteur tourbillon ou la vorticité par

�!

 =

1
2

�!
r ^ �!v

(a) Champsdevorticit� montrantdescyclonesin-
tensesdansunecoulement

(b) vortex desillage.

FIG. 4.3– Exemplesd'écoulementsrotationnels.

Montronsune propriétédes�uides parfaits. Si l'on prendle rotationnelde l'équation d'Euler on

obtient,dansle casoù le champdeforceextérieurdérive d'une énergie potentielleet sachantquele
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38 Chapitr e 4. ThéorèmesdeBernoulli - Applications

rotationneld'un gradientestnul :

@
�!



@t
+

�!
r ^ (

�!

 ^ �!v ) =

�!
0

ce qui implique que lorsquele �uide est,à un instantdonné,irrotationnel(
�!

 =

�!
0 partout)il le

reste(@
�!



@t =
�!
0 ). Autr ementdit un �uide parfait initialement sansvorticité ne peut pasdevenir

rotationnel. C'est grâceà la viscositéque lestourbillons apparaissent.

4.2.2 Potentiel desvitesses

Lorsquel'écoulementestirrotationnel, le champdesvitessesdérived'un gradient(le rotationneld'un

gradientestnul) :
�!
r ^ �!v =

�!
0 ) �!v =

�!
r �( �!r ; t)

où � estle potentieldesvitesses.
�!
r f (x; y; z)

Rappel : Les surfacesde niveau d'un champ scalaire f (x; y; z) sont per-

pendiculairesaux lignesde champde
�!
r f (x; y; z).

Ainsi, à un instantt �xé, leslignesd'écoulementsontperpendiculairesauxsurfaces� = C te.

exemples:

� le potentiel�( x; y; z) = x correspondàun écoulementstationnaireuniformeunidirectionnel

� �( �; � ; z) = Q
� correspondà un écoulementstationnaireaxi-fuge: les lignesd'écoulementsont

suivant �!u � .

Propriété de la fonction potentiel : si le �uide estincompressibleon adiv �!v = 0 cequi donne

4 � = 0

le potentieldesvitessesobéit à l'équation de Laplace.Il y a doncune analogiepossibleentreun

écoulementpotentielet un problèmeélectrostatiquedansle vide : Rappelonsque dansle vide, le

potentielélectrostatiqueobéit à l'équationde Laplace.De plus,on montreen mathématiquequela

solution de l'équation de Laplace muni d'un jeu de conditions aux limites, est unique : Si on

trouve unesolutioncompatibleavec lesconditionsaux limites cettesolutionest la bonne! (d'où la

techniquedesimagesélectriquesemployéeenélectrostatique)
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Théorèmede Bernoulli pour un écoulementpotentiel : si l'on reprendla démonstrationdu théo-

rèmedeBernoulli on s'aperçoitquepourun écoulementincompressibleet irrotationnelonobtient:

�
�!
r

@�
@t

= �
�!
r (P + �

v2

2
+ ep)

cequi donne

P + �
v2

2
+ ep + �

@�
@t

= C(t)

4.3 Th�or�me deBernoulli g�n�ralis�

4.3.1 Casd'un �coulement avec�change d'�ner gie

Lorsqu'un�uide s'écouledansun systèmedeconduites,il traversedesmachineshydrauliquesavec

lesquellesil peutéchangerdel'énergie :

� despompesdonnerontdela puissancemécaniqueau�uide.

� desturbinesrecevrontdela partdu �uide del'énergie mécanique.

Si l'on noteP la puissanceéchangéeavec le �uide, on a P > 0 pour lespompeset P < 0 pour les

turbines.L'énergie quereçoit1m3 de�uide pendant1svaut:

w (J:m� 3) =
P (J:s� 1)

QV (m3:s� 1)

L'équationdeBernoulli segénéraliseet l'on obtientpourun écoulement1 ! 2 :

P1 + �
v2

1

2
+ �g z1 +

P
QV

= P2 + �
v2

2

2
+ �g z2

4.3.2 Notionsde pertesdecharge

Un �uide parfait n'existepas.Lors d'un écoulementdansuneconduite,lesforcesdefrottementdis-

sipentunepartiede l'énergie cinétiqueet potentiellece qui setraduit par l'existencede « pertesde

charges» dontil s'agit detenir compte.

Considéronsun écoulementcylindriquehorizontalstationnaireet incompressible.Si l'on appliquela

relationdeBernoulli entrel'entréeet la sortieon obtient

P1 = P2

Or, expérimentalement,on observe qu'il faut imposerunepressionplus importanteen entréepour

entretenirle régimepermanent.En effet, lesforcesdeviscositérésistentà l'écoulement.Il fautdonc
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pompe
1

2

sens de 
l'�coulement

FIG. 4.4– schémad'un écoulementstationnaire possibleavecunepompe.

imposerunesurpression� Pf quel'on appellepertedechargeenpressionetquiestdueàl'existence

deforcesdefrottements(viscosité)

Il existedeuxtypesdepertesdecharge:

1. Lesperteschargesenlongueurdroiteditespertesdechargerégulières: Cesontdonclespertes

duesauxfrottementle longdutrajet.Onverradansle chapitresuivantunerelationentrela perte

enpressionet le débit.Onnotera� Pr la pertedechargerégulière.

2. Lespertessingulières: dansun circuit, la présencedecoudes,de robinets,devannes,demo-

di�cations brutalesdesectionsproduitdespertesdechargeditessingulières.Onnotera� Ps la

pertedechargesingulière.

Enconclusion,pourdiminuerl'ensembledespertesdechargedansunecanalisation,a�n dediminuer

lescoûtsdefonctionnementdusauxpompes,il faut,quandc'estpossible:

� diminuerla longueurdecanalisation;

� diminuerle nombred'accidentssurla canalisation;

� diminuerle débitdecirculation;

� augmenterle diamètredescanalisations;

� fairecirculerdesliquidesle moinsvisqueuxpossible;

� utiliserdesmatériauxdefaiblerugosité.
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4.3.3 Th�or�me de Bernoulli g�n�ralis�

Lorsquel'on veut tenir comptedespertesde charge et de l'échanged'énergie avec desmachines

hydrauliqueson doit modi�er l'équationdeBernoulli et l'écrire sousla forme:

P1 + �
v2

1

2
+ �g z1 +

P
QV

= P2 + �
v2

2

2
+ �g z2 + � Pf

où � P estla pertedecharge(expriméenpascal)

Cetterelationestsouventutiliséedanslesproblèmesdeconduite.

Remarque : Dansles problèmesde conduites,on utilise souvent l'approximationdesécoulement

unidimensionnels,approximationqui revientàconfondrela vitesseavecla vitessemoyennesur

unesectiondroitedela conduite.Cetteapproximationproduitsdeserreurssur l'expressionde

l'énergie cinétique.On utilise alorsun coef�cient correctif pour exprimer l'énergie cinétique

volumique:

ec =
1
2

� � �v2

où �v estla vitessemoyenneet � le coef�cient d'énergie cinétique.Enpratiquelesvaleursde�

sontlessuivantes:

� � = 1 écoulementpiston(vitesseuniformedanstoutela section)

� � = 1; 33 écoulementlaminairevisqueux(newtonien)

� � = 1; 04 � 1; 12 écoulementturbulent.

Dansla suitenousle prendronssystématiquementégalà1 saufindicationcontraire.
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Chapitr e 5

�coulements visqueux

5.1 �coulement de poiseuille.

5.1.1 Pr�sentation

On s'intéresseà l'écoulementstationnaire d'un �uide visqueuxincompressibledansun long tube

cylindriquederayonR etdelongueurL � R. Le tubeesthorizontal(orientésuivantOz)et l'écoule-

mentestassurégrâceà l'existenced'unedifférencedepression� P entrel'entréedu tubeet la sortie

du tube.Onsupposeradeplusquel'écoulementestlaminaire(R e < 2000)
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FIG. 5.1– Écoulementdepoiseuille. Le champdevitessen'estpasuniformedansle tuyau.

Invariancesdu problème: le problèmeestinvariantvis à vis d'une rotationd'axe Oz, le problème
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estdoncindépendantde l'angle ' (angledu systèmecylindrique).Le champde vitessene dépend

doncquedela distanceà l'axe et dela cotez. La forcedepressionétantsuivantOz,on supposeque

l'écoulementestlaminaireet parallèleàOz :

�!v = vz(�; z)
�!
k

En�n, onsait(cf. exercice1 duchapitreprécédent)queleslois del'hydrostatiquepeuvents'appliquer

dansunedirectionperpendiculaireà l'écoulement.Or si l'on considèreun tuyaudepetitesectionon

pourranégliger�g R devantP1 ou P2 detelle sortequel'on peutaf�rmer quela pressionnedépend

pasde� . Cecirevientànégligerla pesanteur.

5.1.2 Loi dePoiseuille

Démonstration : Commençonsparécrirel'équationdecontinuité:

@(�v � )
�d�

+
@(v' )
�d'

+
@vz

dz
= 0 =

@vz

dz

Onendéduitquela vitessenedépendpasdez

�!v = vz(� )
�!
k

le termeconvectif s'écrit donc: vz
@
@z vz(� ) = 0. Finalementl'accélérationestnulle.Cequi se

comprendaisément: leslignesdechampsontdesdroiteshorizontalesetseconfondentavecla

trajectoiredesparticules(régimestationnaire).Or si la vitessenedépendpasdez celasigni�e

queles particulesde �uide sedéplaceavec unevitesseconstanteen directionet en intensité.

L'accélérationestdoncnulle.

On peut aussiajouterque chaqueparticulede �uide est soumiseà deux forcesqui se com-

pensent: les forcesde pressionet les forcesde viscosité.Sansforce de pression,c'est-à-dire

sansdifférencedepressionil nepeut pasavoir d'écoulementstationnaire.

Projetonsl'équationdeNavier Stokesdansla basecylindrique:

@P
@� = 0
@P
�@' = 0

dP
dz = � 1

�
d
d� (� dvz

d� )

Ainsi, la pressionne dépendque de z. Le termedegauchedela dernièreéquationdépendde

z alorsquele termededroitedépendde� : cesdeuxtermessontdoncconstantset la pression

varielinéairementavecz. Ainsi on a

dP
dz

= K =
� P
L

= �
1
�

d
d�

(�
dvz

d�
)
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5.1. Écoulementde poiseuille. 45

aveccommecontraintes: vz(R) = 0 et dVz
d� (0) �ni . Onobtientaprèsintégration:

vz(� ) =
� P
4� L

(� 2 � R2)

On obtientun pro�l de vitesseparabolique.La vitesseestmaximalesur l'axe et nulle sur les

parois.

La formuledepoiseuillerelie le débitvolumiqueavec la différencedepressionimposée.Cal-

culonsle débitvolumique:

Q =
Z Z

�!v dS�!n =
Z R

0
vz(� )2� �d� =

� R4

8�
� P
L

(FormuledePoiseuille)

Onobtientuneformuleanalogueà la loi d'Ohm :

ddp = resistance� courant  ! ddpression= resistancevisqueuse� debit

Application : mesurede la viscosité: Dansun large réservoir, on placeun liquide de massevo-

lumique � . On �x e au fond du récipientun long tube�n horizontal(longueurL rayonR) :

lesforcesdeviscositéssontprépondérantesici, l'écoulementesttrèslent (goutteà goutte).La

mesuredudébitpermetdecalculerla viscosité� .

g

h

section s
orifice de 

section S

FIG. 5.2– Mesure dela viscosité.

� En appliquantBernoulli dansle réservoir (lesforcesdeviscositén'interviennentpaslà) on obtient

.� P = �g h � 1
2 �v 2 � �g h.

� La loi depoiseuilledonne

Q =
� R4

8�
�g h
L

) � =
� R4

8Q
�g h
L

� exemple: pourunehuile : � = 860kg:m � 3, h = 0; 3m, R = 2mm, L = 0; 15m et on mesureun

débitQ = 53mL=min . D'où

� =
� � (2:10� 3)4860� 9:8 � 0; 3

8 � (53:10� 6=60) � 0:15
= 0; 12Pa:s
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46 Chapitr e5. Écoulementsvisqueux

5.1.3 Perte decharge

Utilisonsle résultatdePoiseuillepourexprimerla pertedechargeenfaisantintervenir le diamètreD ,

la longueurL , la vitessemoyenneainsiquela massevolumiqueet le nombredeReynolds:

� P = Q
8� L
� R4 = 8�v

� L
R2 = 32�v

� L
D 2

Or le nombredeReynoldsdecetécoulementlaminaires'écrit :

R e =
� �vD

�
) � =

� �vD
R e

d'où �nalement:

� Pr =
64
R e

:
1
2

� �v2 L
D

Demanièregénérale,uneanalysedimensionnellemontrequel'on peutécrirela pertedechargerégu-

lièresousla forme:

� Pr = f (R e)
1
2

� �v2 L
D

où f estle coef�cient de perte de chargerégulière. Cecoef�cient estsansdimensionet dépenddu

régimed'écoulementainsi quede la naturedu matériauxutilisé (notammentde sarugositérelative
�
D ). Le diagrammedeMoody (fourni enannexe) donnececoef�cient depertedecharge régulièref

enfonctiondu nombredeReynoldsetdu coef�cient derugositérelative �=D .

De la mêmemanière,on peutexprimerlespertesdechargessingulièrescommesuit :

� Ps = �
1
2

�v 2
inc

où� estle coef�cient deperte dechargesingulièreetvinc estla vitessemoyenneincidentedu�uide

arrivantsurl'obstacle.� dépenddela formedel'obstacle.

Remarque : Dans l'expressiondu nombrede Reynolds pour une conduitenon circulaire, il est

d'usaged'utiliser le diamètrehydrauliqueD H = 4� aire
p�rim�tre .

5.2 Forcede traîn�e sur un obstacle

5.2.1 Analysedimensionnelle

La forcedetraînéeestla forcedefrottementqueproduitl'écoulementd'un �uide autourd'un obstacle.

Lorsquecetteforce estdansle sensde l'écoulementon parlede force de traînée; Lorsqu'elle est

perpendiculaireon parlede force de portance.Il s'agit ici de trouver les paramètrespertinentsqui

interviennentdansl'expressiondela forcedetraînée.
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5.2. Forcede traînéesur un obstacle 47

Considéronspar exemple,unesphèreen mouvementuniformedansun �uide. Il faut tout d'abord

préciserquela viscositéestessentiellepourjusti�er l'existenced'uneforcedefrottement.Si le �uide

est parfait il n'y a pasde traînéecar les couchesde �uide glissentsur l'obstacle.Les paramètres

pertinentssontdonc� , v la vitessedel'obstacle,d le diamètredel'obstacle,� la massevolumiquedu

�uide. Ondé�nit le nombredeReynoldsRe = �v d
� . Il y adonc4 variablesindépendantesqui sontv ,

d, � et Re. La forcedetraînéeestdoncfonctiondecesquatrevariables: F (v; d; �; Re)

F peutsemettresousla forme

F = f (R e)� � d� v


Uneanalysedimensionnelledonne:

F = �v 2d2f (Re)

Demanièregénérale,pourun obstaclequelconque,onécrirala forcedetraînéesousla forme:

F =
1
2

�v 2sCx (R e)

oùs estla surfacefrontale(surfaceprojetéesuivantla trajectoiredu �uide surunplanperpendiculaire

àcettetrajectoire)etCx le coef�cient detraînée(sansdimension)qui dépenddunombredeReynolds

, dela formedel'obstacleetdesarugosité(parexempleuneballedegolf aunCx pluspetitquecelui

d'uneballelissedemêmediamètre).

Calculerla fonction Cx (Re) n'est passimplesurtoutlorsqueRe estgrand.Expérimentalementon

observe que la fonction Cx (Re) estgrossièrementdécroissanteet qu'elle estquasi-constantepour

Re > 106 (pourunevoitureroulantà100km/hRe � 107). Le problèmeaétérésoludansle casdela

sphèrelorsqueRe < 1.

5.2.2 Formule deStokes

Stokesarésolule problèmedela sphèredansle casoù l'écoulementestessentiellementgouvernépar

la viscositéc'estàdirepourRe petit. Il obtient:

�!
F = � 6� � r �!v (formuledeStokes)

où r représentele rayondela sphère.DanscecasCx = 24
Re

loi bienobservéeexpérimentalement.

Attention,cetteloi nes'appliquequepourlespetitesvitessesetdespetitessphères! !

Application en géologie:

décantationde l'argile : si vousmélangezde l'argile constituéde grainsquel'on considérerasphé-

riquesdansl'eau et que vous laissezreposer: les grainsvont décanterc'est à dire sédimenterau

fond du récipient.Le tempsdedécantationdonneun renseignementsur la taille desgrains.En effet
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48 Chapitr e5. Écoulementsvisqueux

les grainstombentà unevitesseconstantepour laquellela poidsapparent(poidsmoins la poussée

d'Archimède)compensela forcedetraînée:

6� � r v =
4
3

� r 3(� s � � l )g

d'où

v =
2
9�

(� s � � l )r
2

la mesuredu tempsdedécantationdonnela vitesseetdoncla rayonmoyen.
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Chapitr e 6

Ph�nomènesde tensiondesurface

6.1 Notion de tensionsuper®cielle

6.1.1 Ph�nom�nes de tensionsuper®cielle

Décrivonsquelquesexpériencesqui ne peuvent pass'interpréteravec les lois quel'on connaîtjus-

qu'ici.

Exp 1 : Déposonsunegouttede liquide sur un supportplan.D'aprèsles lois de l'hydrostatique,la

surfacelibre devrait êtreunesurfaceplane.Or, engénéral,le liquideadoptela formedécritesur

la �gure 6.1 .

FIG. 6.1– État d'équilibre d'unegouttesurunplan

Exp 2 : Plongeonsdestubescylindriquedepetit diamètredansun liquide.On remarqueuneascen-

sion , dite ascensioncapillaire,d'autantplus importantequele tubeest�n (cf. �gure 6.2).Là

aussile phénomèneestencontradictionavecla loi del'hydrostatique.
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Tubes capillaires

ascension capillaire
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FIG. 6.2– Ascensioncapillaire

Exp 3 : Posonsdélicatementuneaiguille métalliqueà la surfacede l'eau. Si elle estsuf�samment

�ne, elle �otte surl'eaucequi estencontradictionavecle principed'Archimède(cf. �gure 6.3).

FIG. 6.3– Aiguille �ottant à la surfacedel'eau

Exp 4 : Formonsdes�lms d'eau savonneuses'appuyantsur un contour(cf. �gure 6.4). Les �lms

semblentproduireunesurfacequi a la propriétédeposséderuneaireminimale.Cettepropriété

nedécoulepasdeslois jusqu'ici rencontrées.

FIG. 6.4– Film desavons'appuyantsurdeuxcerclesmétalliquespour formerunecaténoïde.

Toutescesexpériencesmontrentqu'il y a unepropriétédesliquidesqui a étéomis jusqu'ici. En fait

cettepropriéténe concerneque l'interfaceentredeux �uides ou entreun �uide et un solide mais
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6.1. Notion de tensionsuper�cielle 51

n'intervientpasauseind'un �uide. Il s'agit dela tensionsuper�cielle ou tensionde surface.

6.1.2 Énergie d'interface

La tensionsuper�ciellea pouroriginel' anisotropie desforcesd'interaction moléculaire. En effet,

considéronsuneinterface(S) séparantdeux�uides nonmisciblesF 1 etF2(liquide-vapeurou liquide

-liquide). Au sein d'un �uide, les moléculessubissentdes interactionsattractives à courteportée

(Van der Waalset éventuellementliaisonsHydrogènes).Appelons� 1 l'énergie d'interactionentre
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Interaction :
Fluide 1/interface
Fluide 2/interface

Interface 1-2

Fluide 2

Fluide 1

(S)

FIG. 6.5 – Interaction avecsonenvironnement,d'une particulede �uide appartenantau �uide 1 et
situéeà l'interface (S).

unemoléculedeF1 et uneautremoléculede F 1 et � 12 l'énergie d'interactionentredeuxparticules

différentessituéesà l'interface.Si N est le nombrede moléculeet N S le nombrede moléculeà

l'interface,l'énergie du liquideF 1 vaut

E1 = (N � Ns)� 1 + Ns� 12 = N � 1 + ES

où ES = NS(� 12 � � 1) représentel'énergie de l'interface.Cetteénergie estliée à l'anisotr opie des

forcesd'interaction moléculaire. Le terme� 12� � 1 estpositif sinonil y amiscibilité(lesmoléculesde

F1 n'ont pasd'af�nité aveccelleF 2 etpréfèrentêtreentouréesdemoléculesidentiques=> � 12 > � 1).

En�n le nombredemoléculesà l'interfaceaugmenteavecla surface.Ainsi l'énergie inter-facialeest

proportionnelleà la surface

ES = 
 S

où 
 estpardé�nition la tensionsuper�cielle. Cettegrandeurpositive caractérisel'interfaceet s'ex-

primeenJ=m2 .

Conséquences:
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52 Chapitr e6. Phénomènesde tensiondesurface

� augmenterla surfaced'un liquide coûtede l'énergie : Ainsi un liquide adopterauneforme

qui minimisela surfacecomptetenudescontraintes; si les seulesforcessontles forcesde

tensionssuper�ciellesalorson montrequepour un volumedonnéla surfacequi minimise

l'énergie estunesphère.Parexempleunegoutted'huile dansun liquidedemassevolumique

identiqueserasphérique.

� on montreaussiquedeuxgouttessphériquesaurontintérêtà formerunegoutteplusgrosse.

Ainsi quandonagiteénergiquementunmélangeeau-huileonobtientuneémulsiondepetites

gouttesd'huile dansl'eau. Cetteémulsionest instable: les petitesgouttescoalescent(on

parleduphénomènedecoalescence) et l'on obtientaprèsuncertaintempsdel'huile avecde

l'eau audessous.

6.1.3 Forcesde tension

Considéronsun �lm de liquide sur un cadrerectangulairedont un descotéestmobile. Le liquide

cherchantàminimisersasurface,il fautexerceruneforcesurla tigemobilepourmaintenirla surface

constante.Appliquonsla méthodesdestravauxvirtuelspourcalculerla forcequ'exercele �uide. Pour

un déplacementquasi-statiquedx on a :

� W = � f dx = � dES = � 
 2ldx

où le facteur2 provient du fait qu'il s'agit d'une lamedouble(deuxinterfacesliquide-gaz),et où l

désignela longueurdela tige.Onobtientainsi:


 =
f
2l

La tensionsuper�cielleestdoncuneforcepar unitédelongueur. Onpeutdoncexprimer
 enN:m � 1.

De façongénéral,si l'on considèreune interfaceentredeux �uides et que

l'on isoleun élémentde surfacedélimité parun contour(C), chaqueportion

dl du circuit (C) serasoumisà uneforcedf perpendiculaireà dl et tangentà

l'interfacetelleque

df = 
 dl

6.1.4 Mesure et propri�t�s de la tensionsuper®cielle

Mesure : uneméthodesouventemployéepourlesliquidesestla méthodepararrachement.Onplonge

un anneaulissedansle liquide à étudieret l'on soulève l'anneau.On soulève ainsiun �lm qui

c
 JimmyRoussel



6.1. Notion de tensionsuper�cielle 53

s'appuiesur l'anneau.On mesurela force qu'exercel'interfaceà l'aide d'un dynamomètre.

Cetteforceestmaximalequandle poidset la forcedetensionsuper�ciellessontparallèles.Elle

dynamometre

anneau

liquide

boy

Pf f

FIG. 6.6– Méthodedemesure dela tensionsuper�cielle.

vaut:

F = mg + 2� (r 1 + r2)
 � 2� r (r 2 � r1)h�g + 4� r 


si r1 � r2 = r .

Ordr ede grandeur : àtempératureordinaire,pourlesliquides,la tensionsuper�ciellevautquelques

mJ=m2 (cf.tableau)

TENSI ON SUPERFI CI EL L E DE QUEL QUES I NTERFACES L I QUI DES-AI R

Liquides température tensionsuper�cielle

Mercure 18� C 475mJ=m2

Eau 20� C 73mJ=m2

Eau 80� C 62mJ=m2

Huile d'olive 20 � C 32mJ=m2

La tensionsuper�ciellevarieavec:

� la température; 
 diminuequandla températureaugmente.En généralon utiliseuneloi phénomé-

nologiquelinéaire


 = 
 0(1 + a� )

aveca < 0.

� la présencede tensionsactifs : la tensionsuper�cielle diminuefortementen présencede tensio-

actifs.
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54 Chapitr e6. Phénomènesde tensiondesurface

6.2 Th�or�me deLaplaceet loi de Jurin

6.2.1 Pressioncapillair edansunebulle desavon

Un petit contourcirculairepris dansla surfacelibre planed'un liquide enéquilibreestsoumisà des

forcesdetensionsuper�ciellesituéesdanssonplanetdontla résultanteestnulle.Parcontre,pourune

surfacesphérique,lesforcesexercéessurcemêmecontourontunerésultanteorientéeversl'intérieur

dela sphère; il fautdoncunesurpression� P pourquel'équilibre existe.Onvoit immédiatementque

plusla courbureestimportanteetplus� P seragrand.

2a

2b

P
int extP

R 1

2R

f 1

2
f

dy

dx

FIG. 6.7– ThéorèmedeLaplace.

Loi deLaplace(démonstrationenannexe) : Lorsqu'unemembraneliquideem-

fermeungaz,il existeunesurpressionentrel'intérieur etl'extérieurdonnéepar

la loi :

� P = 2
 (
1

R1
+

1
R2

) pour uneinterfacegaz� liq � gaz

� P = 
 (
1

R1
+

1
R2

) pour uneinterfaceliq � gaz

oùR1 etR2 sontlesrayonsdecourbureprincipauxdela membrane

Ordr ede grandeur : pour unebulle de savon : R � 1cm 
 � 25:10� 3J=m2 => � P � 10Pa :

pourfairedesgrossesbulles il faut fournir beaucoupd'énergie (surfaceimportante)et générer

unefaiblesurpression=> il fautsouf�er toutdoucementet longtemps.
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6.2. Théorèmede Laplaceet loi de Jurin 55

Applications : Dansla loi deLaplace,R1 et R2 sontlesrayonsdecourburesprincipaux.dansle cas

d'unesphèrecesdeuxrayonssontégauxauxrayondela sphère.Ainsi pourunebulle desavon

sphériquela différencedepressionentrel'intérieur et l'extérieurvaut

� P = Pint � Pext =
4

R

et pourunepourunebulle degazdansun liquide

� P =
2

R

Ainsi la pressionestplusimportantedanslespetitesbulles.C'estcequi expliquele phénomène

demûrissementd'unemousse: dansunemousse(moussedebièreparexemple)le gazcontenu

dansles petitesbulles traversentla membraneliquide (diffusion desgazà travers les mem-

branes)poursediriger dansleszonesdemoinsgrandepression,c'est-à-dire,danslesgrosses

bulles.Lespetitesbullessevidentdoncdanslesgrosses,la mousses'enrichitengrossesbulles.

Surfaceminimale : quandon trempeunestructuremétalliquedansuneeaudesavon, on ob-

tient unesurfaceminimale(l'interfaceva cherchera minimiserl'énergie super�cielle)qui a la

propriétésuivante: si la surfaceestouverte,� P = 0 etdonc

1
R1

+
1

R2
= 0

On dit quela courburemoyenneestnulle.Dansla plupartdescason obtientdeslamesplanes

qui formentunesurfaceminimale(R1; R2 ! 1 ). On peutaussiobtenirdeslamesavecdeux

rayonsdecourburesopposées(exempledela caténoïdeobservéesurla �gure 6.4)

6.2.2 Ascensioncapillair e - loi de JURI N

Description : quandonplongeuncapillairepropre(tubeétroitderayonr ) dansdel'eau,onobserve

l'ascensiond'une colonned'eaudansle capillairemalgréla pesanteur(cf. schéma6.2).Cette

ascensionestd'autantplusimportantequele rayonestpetit.

Onpeututiliser le théorèmedeLaplacepourdémonterla loi deJurin(cf. annexe) :

h =
2
 cos�

�g
1
r

où � estl'angle decontact.

Exemple : pour l'eau dansun tubedeverreproprel'angle deraccordementvaut0 (l'eau mouille le

tube).Si r = 0; 01mm onobtient

h =
2

�g

1
r

= 1; 5m
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l'ascensionestimportantesi le tubeesttrèsétroit.
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AnnexeA

Formulair e math�matique

A.1 Op�rateurs

A.1.1 L'op�rateur Gradient

L'opérateurgradient estun opérateurdifférentiel linéaire vectoriel. Il s'appliqueà unefonctionsca-

laire (champscalairefonction de l'espaceet du temps)et donneun champvectoriel (fonction de

l'espaceetdu temps).Il selit «gradient» ou« nabla» et senote:

�� � � �!
A(�!r ; t) =

� � !
gradf (�!r ; t) =

�!
r f (�!r ; t)

Par dé�nition, l'opérateurgradientest tel quela différentielled'un champscalaireindépendantdu

temps,s'exprimecommele produitscalairedel'opérateurgradientetdu déplacementin�nitésimal :

df (�!r ) =
�!
r f (�!r ):

�!
dr

d'où lespropriétéssuivantes:

� Leslignesdechampdu champvectoriel
�!
A =

� !
r f sontperpendiculairesauxsurfacesdeniveaude

f .

� De plusle champ
� � � !
A(�!r ) =

�!
r f (�!r ) està circulationconservative. On endéduitquecechampest

à rotationnelnul (cf. plusloin) :

�!
r ot

�!
A =

�!
r ^ (

� !
r f ) =

�!
0

Le tableauA.1 donnelesdifférentesexpressiondu gradientdansdifférentssystèmesdecoordon-

nées.
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58 AnnexeA. Formulair e mathématique

Systèmedecoordonnées
� � !
gr adf =

�!
r f

cartésiennes

8
><

>:

@f
@x
@f
@y
@f
dz

cylindriques

8
><

>:

@f
@�
@f

�@'
@f
dz

sphériques

8
><

>:

@f
@r
@f
r d�
@f

r sin � d'

TAB. A.1 – Expressionsdel'opérateurgradientdansdifférentssystèmesdecoordonnées.

A.1.2 L'op�rateur Divergence

L'opérateurdivergenceest un opérateur différentiel linéaire vectoriel qui s'appliqueà un champ

vectorielet qui donneunchampscalaire.Il selit «divergence» et senote:

div
� � � � �!
A(�!r ; t) =

�!
r :

� � � � �!
A(�!r ; t)

Cettenotationpermetderetenirl'expressiondela divergenceencoordonnéescartésiennes:

div
� � � � �!
A(�!r ; t) =

0

B
@

@
@x
@
@y
@
@z

1

C
A :

0

B
@

Ax

Ay

Az

1

C
A =

@Ax

dx
+

@Ay

dy
+

@Az

dz

Le tableauA.2 donnelesdifférentesexpressionsdela divergenced'un champvectorielexprimédans

différentssystèmesdecoordonnées.

Systèmedecoordonnées div
�!
A = r :

�!
A

cartésiennes @A x
dx + @A y

dy + @A z
dz

cylindriques @(�A � )
�d� + @(A ' )

�d' + @A z
dz

sphériques @(r 2A r )
r 2dr + @(sin � A � )

r sin � d� + @A '
r sin � d'

TAB. A.2 – Expressionsdel'opérateurdivergencedansdifférentssystèmesdecoordonnées.

Propriétés:

� div(f :
�!
A ) =

�!
r :(f

�!
A ) = f

�!
r :

�!
A +

�!
A :

�!
r f = f div

�!
A +

�!
A :

� � !
gradf

� div(
� � !
gradf ) =

�!
r :

�!
r f = r 2f = 4 f (oprateur laplacien) La divergenced'un gradientestl'opé-

rateurlaplacien(voir sectionA.1.4)
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A.1.3 L'op�rateur Rotationnel

L'opérateurrotationnel estun opérateurdifférentiel linéaire vectorielqui transformeun champvec-

toriel enun autrechampvectoriel.Il selit « rotationnel» etsenote:

�!
r ot

�� � � �!
A(�!r ; t) =

�!
r ^

�� � � �!
A(�!r ; t)

Cettenotationpermetderetenirl'expressiondurotationnelencoordonnéescartésiennes:

�!
r ot

�!
A =

0

B
@

@
@x
@

@y
@
@z

1

C
A ^

0

B
@

Ax

Ay

Az

1

C
A =

0

B
@

@A z
@y � @A y

@z
@A x
@z � @A z

dx
@A y
dx � @A x

dy

1

C
A

Le tableauA.3 donnelesdifférentesexpressionsdu rotationneldansdifférentssystèmesdecoordon-

nées.

Systèmedecoordonnées
�!
rot

�!
A =

�!
r ^

�!
A

cartésiennes

8
><

>:

@A z
@y � @A y

@z
@A x
@z � @A z

dx
@A y
dx � @A x

dy

cylindriques

8
><

>:

@A z
�@' � @A '

@z
@A �
@z � @A z

d�
@(�A ' )

�d� � @A �
�d'

sphériques

8
><

>:

1
r sin � ( @sin � A '

@� � @A �
@' )

1
r sin �

@A r
@' � @(r A ' )

r dr
1
r ( @(r A � )

dr � @A r
d� )

TAB. A.3 – Expressionsdel'opérateurrotationneldansdifférentssystèmesdecoordonnées.

Propriétés:

�
�!
r ot

� � !
gr adf =

�!
r ^ (

� !
r f ) =

�!
0 Le rotationneld'un gradientestnul.

�
�!
rot f

�!
A =

�!
r ^ (f

�!
A ) =

�!
r f ^

�!
A + f

�!
r ^

�!
A =

� � !
gradf ^

�!
A + f :

�!
rot

�!
A

�
�!
rot (

�!
A ^

�!
B ) =

�!
r ^ (

�!
A ^

�!
B ) = (

�!
r :

�!
B )

�!
A � (

�!
r :

�!
A )

�!
B + (

�!
B :

�!
r )

�!
A � (

�!
A :

�!
r )

�!
B

�
�!
rot

�!
rot

�!
A =

�!
r ^ (

�!
r ^

�!
A ) =

�!
r (

�!
r :

�!
A ) �

�!
r 2�!

A =
� � !
grad(div

�!
A ) � 4

�!
A

A.1.4 L'op�rateur Laplacien

L'opérateurlaplacien est un opérateur différentiel linéaire qui transformeun champvectoriel ou

scalaireenunchampdemêmenature.Cetopérateurs'obtientenprenantla divergencedugradient.Il
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60 AnnexeA. Formulair e mathématique

selit « laplacien» et senote:

4 f (�!r ; t) = r 2f (�!r ; t) (laplacienscalaire)

4
�� � � �!
A(�!r ; t) = r 2� � � � �!

A(�!r ; t) = (r 2Ax
� !
)ux + (r 2Ay

� !
)uy + (r 2Az

� !
)uz (laplacienvectoriel)

La notationpermetderetenirl'expressiondu laplacienencoordonnéescartésiennes:

4 f (�!r ; t) = r 2f (�!r ; t) =
@2f
@x2 +

@2f
@y2 +

@2f
@z2

Le tableauA.4 donneles différentesexpressionsdu laplacienscalairedansdifférentssystèmesde

coordonnées.

Systèmedecoordonnées 4 f = r 2f

cartésiennes @2 f
@x2 + @2 f

@y2 + @2 f
@z2

cylindriques 1
�

@
@� (� @f

@� ) + @2 f
� 2@' 2 + @2 f

@z2

sphériques 1
r 2

@
@r (r 2 @f

@r ) + @
r 2 sin � @� (sin � @f

@� ) + 1
r 2 sin2 �

@2 f
@' 2

TAB. A.4 – Expressionsdel'opérateurLaplaciendansdifférentssystèmesdecoordonnées.

A.1.5 Termeconvectif dansl'acc�l�ration

Le termeconvectif dansl'accélérationd'uneparticulede�uide s'écrit ( �!v :
�!
r )�!v . Explicitonsla com-

posantesuivantOx decetermeenutilisant l'égalité
�!
A ^ (

�!
B ^

�!
C ) = (

�!
A :

�!
C )

�!
B � (

�!
A :

�!
B )

�!
C avec

�!
A = �!v ,

�!
B =

�!
r vx et

�!
C = �!u x :

(�!v :
�!
r vx )�!u x = (�!v :�!u x )

�!
r vx � �!v ^ (

�!
r vx^ �!u x ) = vx

�!
r vx � �!v ^ (

�!
r vx^ �!u x ) =

1
2

�!
r v2

x � �!v ^ (
�!
r vx^

�!
i )

donc

(�!v :
�!
r )�!v =

1
2

�!
r (v2

x + v2
y + v2

z ) � �!v ^ (
�!
r vx ^ �!u x +

�!
r vy ^ �!u y +

�!
r vz ^ �!u z) =

�!
r

v2

2
+ (

�!
rot �!v ) ^ �!v

A.1.6 Th�or�me de la divergence

Z Z

S

�!
A dS�!n =

Z Z Z

V
div

�!
A d�

oùS estunesurfacefermée,�!n unvecteurunitairenormalà la surfaceetdirigéeversl'extérieuretV

le volumedélimitéparS.
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A.1.7 Th�or�me de Stokes

I

C

�!
A :

�!
dl =

Z Z

S

�!
r ot

�!
A dS�!n

où C estun circuit ferméorienté,S unesurfacequelconques'appuyantsur le contourC et �!n un

vecteurunitairenormalà S dont l'orientation est liée à l'orientation du circuit par la règledu tire-

bouchon.
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AnnexeB

Inter pr�tation �ner g�tique du th�orème

deBernoulli.

Le théorèmedeBernoulli exprimetout simplementla conservationde l'énergie. Pour�x er les idées

ondonnerauneinterprétationénergétiqueduthéorèmedeBernoullidansle casoùle �uide estplongé

dansun champdepesanteur.

Considérons,un tubedecourantdesectionin�nitésimal (c'est-à-direuneligne decourant)et appli-

quonsle théorèmedel'énergie cinétiqueentredeuxinstantsvoisinst et t + dt :

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������
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�����
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�����

S (t)1 S (t+dt)1 S (t+dt)
2

g

z
1

2
z

S (t)
2

z

Tube de courant

v
1

1
P

P
2

2
v

dm= mdt

FIG. B.1 – Conservationdel'énergie dansun tubedecourant.

dEc =
X

� W

À instantt le systèmeétudiéestuneportiondu tubede courantcomprisentreles sectionsS1(t) et

S2(t). À l'instant t + dt la sectionS1(t) s'estdéplacéedev1dt et la sectionS2(t) dev2dt. Chaque

surfacebalayele mêmevolume(�uide incompressible)

d� = v1S1dt = v2S2dt
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64 AnnexeB. Inter prétation énergétiquedu théorèmede Bernoulli.

� La variationd'énergie cinétiques'écrit dEc = Ec(t + dt) � Ec(t) = 1
2dm(v2

2 � v2
1) oùdm = � d�

estla massebalayéeparle déplacementdusystème.Ici la conditiond'écoulementstationnaireaété

utilisée.

� Le travail desforcesdepression� Wp = �
R

Pext dV = (P1 � P2)d� où d� estle volumebalayé.

� travail desforcesdepesanteur: � Wg = � dEp = � dm:g(z2 � z1).

Onendéduitla relation:

P1 + �
v2

1

2
+ �g z1 = P2 + �

v2
2

2
+ �g z2

Ainsi on retrouve la conservationdela quantitéP + � v2

2 + �g z. Onpeutdoncdire que:

� � v2

2 représenteuneénergie cinétiquevolumique

� �g z uneénergie potentiellevolumiquedepesanteur

� et la pressionP représenteuneénergie potentiellevolumiqueassociéeauxforcesdepression.
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AnnexeC

D�monstrations du th�orème deLaplace

et de la loi de Jurin.

C.1 Th�or�me de Laplace

Revenonssur la �gure du �g 6.2.1.La force de tensionsuper�cielle qui s'exercesur l'élément de

surfacevaut

df = 2f 1 sin� + 2f 2 sin�

Or, lesanglessontliésauxrayonsdecourbures:

sin � = dx
2R1

sin � = dy
2R2

et lesforcessontliéesà la tensionsuper�ciellepar

f 1 = 
 dy

f 2 = 
 dx

cequi donne

df = 

�

1
R1

+
1

R2

�
dxdy

Cetteforcedoit êtrecontrebalancéeparuneforcedepression

df = � Pdxdy

D'où l'on endéduitla loi deLaplace:

� P = 

�

1
R1

+
1

R2

�
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66 AnnexeC. Démonstrationsdu théorèmede Laplaceet de la loi deJurin.

formulequel'on peututiliser s'il y a uneseuleinterface(par exempledansle casd'une bulle d'air

dansun liquide). Lorsquel'on esten présenced'une doublelame(par exempleunelamede savon

dansl'air présentedeuxinterfaces)il fautajouterun facteur2. Danscecasla formuledevient

� P = 2

�

1
R1

+
1

R2

�

2a

2b

P
int extP

R 1

2R

f 1

2
f

dy

dx

FIG. C.1– ThéorèmedeLaplace.

C.2 Loi de Jurin

Onpeututiliser le théorèmedeLaplacepourdémonterla loi deJurin.Eneffet considéronsl'interface

liquideraccordéeàla paroidu tubeavecunangle� . L'équilibre estle résultatdela compétitionentre

le poidsdela colonnedeliquideet la tensionsuper�cielle.Onnoter le rayondu tubeet h la hauteur

capillaire.faisonsun bilandesforces:

� le poidsdela colonnedeliquidevautP � � r 2h�g .

� la forcedetensionsuper�ciellepeutsecalculeràl'aide dela loi deLaplace: l'air étantàla pression

P0 la pressionqui règnedansle liquideaupoint le plushautvautP0 � � P avec� P = 2

R oùR est

le rayondecourburedel'interface.Soit � l'angle deraccordement.Si � = �
2 , l'interfaceestplane

eth = 0.

Si � < �
2 le hautdela colonneestendépression=> h > 0

Si � > �
2 le hautdela colonneestensurpression=> h < 0

� demanièregénérale,le rayonde courbure vautR = r
cos� et � P = 2
 cos�

r . La forcedepression

vautdoncFz = � P� r 2 = 2� r 
 cos� .
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q

R

2r

h

FIG. C.2– Ascensioncapillaire.

� l'équilibre desforcesdonne:

h =
2
 cos�

�g
1
r

(loi deJurin)

La hauteurd'ascensionestinversementproportionnelleaudiamètredestubes
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AnnexeD

DiagrammedeMoody

Le diagrammedeMoodypermetdeconnaîtrele coef�cient depertedechargerégulièref enfonction

du nombredeReynoldset ducoef�cient derugositérelative �=D .

FIG. D.1 – DiagrammedeMoody
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